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Аннотация: Статья посвящена расчету металлоконструкций тяжелых козловых кранов коробчатого се-

чения. Для обеспечения долговечности и надежности работы крана необходима проверка условий на прочность, 

местную устойчивость, статическую жесткость. В статье представлены формулы для вычисления эквива-

лентных напряжений, запасов местной устойчивости, вертикальных прогибов в стенках и поясах элементов 

металлоконструкции. Их экстремальные значения сравниваются с допустимыми значениями. Представлены 

оптимизационные задачи поиска экстремальных значений. По виду целевых функций и ограничений сделаны вы-

воды о том, что они являются нелинейными задачами условной оптимизации. Предложены градиентные ме-

тоды их решения - метод Франка-Вульфа и модифицированный метод Ньютона. Рассмотрены основные шаги 

и схемы применения этих методов. 
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Введение 

При изготовлении металлоконструкций тяжелых 

козловых кранов широко применяются элементы 

коробчатого сечения (рис.1), которые обладают та-

кими конструктивными преимуществами [1, 2], как 

большая жесткость на кручение, меньший удельный 

расход металла и др.  Для обеспечения долговечно-

сти и надежности работы крана производят расчет 

его металлоконструкции на прочность, местную 

устойчивость и жесткость. В статье представлены 

оптимизационные задачи определения экстремаль-

ных значений компонентов напряженно-деформи-

рованного состояния (НДС) в элементах металло-

конструкции, необходимых при расчете, и градиент-

ные  методы их решения. 

 

Условия на прочность, местную устойчи-

вость, статическую жесткость 

При расчетах металлоконструкций коробчатого 

сечения проверяют выполнение следующих условий 

[3]: 

1. Условия на прочность выражаются следую-

щими неравенствами: 

𝜎эверх.п ≤ [𝜎], 𝜎эниж.п ≤ [𝜎], 𝜎элев.с ≤ [𝜎], 𝜎эпр.с ≤ [𝜎],                             

             (1) 

где 𝜎эверх.п, 𝜎эниж.п, 𝜎элев.с, 𝜎эпр.с - эквивалентные 

напряжения в верхних и нижних поясах, левых  и 

правых стенках элемента металлоконструкции; [𝜎] - 
допустимое напряжение; 

 
Рис.1. Коробчатое сечение 

Fig.1. Box section 
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2. Условия на местную устойчивость выража-

ются неравенствами   

𝑛оверх.п ≥ 𝑛, 𝑛ониж.п ≥ 𝑛, 𝑛олев.с ≥ 𝑛, 𝑛опр.с ≥ 𝑛,                               

           (2) 

𝑛оверх.п, 𝑛ониж.п, 𝑛олев.с, 𝑛опр.с - запасы местной 

устойчивости в верхних и нижних поясах, в левых и 

правых стенках;  n - запас местной устойчивости; 

3. Условие на статическую жесткость в главной 

балке        

𝑢 ≤ [𝑢],                                                                 (3) 

где u - вертикальный прогиб главной балки; [𝑢] - 
допустимый прогиб. 

Эквивалентные напряжения в неравенствах (1) 

определяются следующим образом [4] 

𝜎эверх.п = √𝜎верх.п.
2 + 3𝜏верх.п.

2 ,   𝜎эниж.п =

√𝜎ниж.п.
2 + 3𝜏ниж.п.

2 ,            (4) 

𝜎элев.с = √𝜎лев.с.
2 + 3𝜏лев.с.

2 , 𝜎эпр.с = √𝜎пр.с.
2 + 3𝜏пр.с.

2 , 

где 𝜎верх.п., 𝜎ниж.п., 𝜎лев.с., 𝜎пр.с. - нормальные напря-

жения в поясах и стенках. 

      Нормальные напряжения в формулах (4) 

можно вычислить по формулам 

𝜎верх.п. =
𝑠𝑥

𝐹
+

𝑚𝑦ℎ

2𝐽у
+

𝑚𝑧

𝐽𝑧
𝑦,    𝜎ниж.п. =

𝑠𝑥

𝐹
+

−𝑚𝑦ℎ

2𝐽у
+

𝑚𝑧

𝐽𝑧
𝑦,                                   (5) 

𝜎лев.с. =
𝑠𝑥

𝐹
+

𝑚𝑦

𝐽у
𝑧 +

−𝑚𝑧𝑏

2𝐽𝑧
,    𝜎пр.с. =

𝑠𝑥

𝐹
+

𝑚𝑦

𝐽у
𝑧 +

𝑚𝑧𝑏

2𝐽𝑧
, 

где 𝑠𝑥 - продольная внутренняя сила; 𝑚𝑦 , 𝑚𝑧 - из-

гибающие моменты; 𝐽𝑦, 𝐽𝑧, 𝐹 - моменты инерции и 

площадь поперечного сечения; b, h - ширина и вы-

сота прямоугольного контура сечения.  

Запасы местной устойчивости в поясах и стен-

ках, необходимые для проверки условий (2) на мест-

ную устойчивость определяются по формулам  

𝑛оверх.п =
1

√(
𝜎верх.п

𝜎крверх.п
)
2
+(

𝜏верх.п

𝜏крверх.п
)
2
, 𝑛ониж.п =

1

√(
𝜎ниж.п
𝜎крниж.п

)
2
+(

𝜏ниж.п
𝜏крниж.п

)
2
,          (6) 

𝑛олев.с =
1

√(
𝜎лев.с
𝜎крлев.с

)
2
+(

𝜏лев.с
𝜏крлев.с

)
2
, 𝑛опр.с =

1

√(
𝜎пр.с

𝜎крпр.с
)
2
+(

𝜏пр.с

𝜏крпр.с
)
2
, 

где 𝜏верх.п., 𝜏ниж.п., 𝜏лев.с., 𝜏прав.с. - касательные 

напряжения в поясах и стенках, 𝜏кр, 𝜎кр - критиче-

ские касательное и нормальное напряжения. 

Для вычисления касательных напряжений в поя-

сах и стенках, критических касательных и нормаль-

ных напряжений в выражении (6) используются 

формулы 

𝜏верх.п. =
𝑚𝑥

2ℎ𝑏𝛿П
+

𝑠𝑧ℎу

2𝐽𝑦
+

𝑠𝑦

𝐽𝑧𝛿П
(

ℎ𝑏𝛿С

4
+

𝛿П

2
(
𝑏2

4
− 𝑦2)), 

𝜏ниж.п. =
𝑚𝑥

2ℎ𝑏𝛿П
+

−𝑠𝑧ℎу

2𝐽𝑦
+

𝑠𝑦

𝐽𝑧𝛿П
(

ℎ𝑏𝛿С

4
+

𝛿П

2
(
𝑏2

4
− 𝑦2)), 

𝜏лев.с. =
𝑚𝑥

2ℎ𝑏𝛿С
+

𝑠𝑧

𝐽𝑦𝛿𝐶
(

ℎ𝑏𝛿П

4
+

𝛿𝐶

2
(

ℎ
2

4
− 𝑧2)) +

−𝑠у𝑏𝑧

2𝐽𝑧
, (7) 

𝜏прав.с. =
𝑚𝑥

2ℎ𝑏𝛿С
+

𝑠𝑧

𝐽𝑦𝛿𝐶
(

ℎ𝑏𝛿П

4
+

𝛿𝐶

2
(

ℎ
2

4
− 𝑧2)) +

𝑠𝑦𝑏𝑧

2𝐽𝑧
, 

𝜏кр = (125 + 95 (
𝑏1пр

𝑎
)
2

) (
𝛿

𝑏1
)
2

104МПа,  

𝜎кр = 746 (
𝛿С

ℎ
)
2

104МПа, 

где 𝑠𝑦 , 𝑠𝑧  - поперечные внутренние силы, 𝑚𝑥 - мо-

мент кручения, 𝛿П, 𝛿𝐶 - толщина пояса и толщина 

стенки сечения элемента металлоконструкции, а – 

расстояние между поперечными ребрами жестко-

сти, 𝑏1пр - высота расчетного отсека. 

 

Оптимизационные задачи и градиентные ме-

тоды их решения 

Неравенства (1) в условиях на прочность приво-

дят к необходимости определения максимальных 

эквивалентных напряжений в левых и правых стен-

ках, верхних и нижних поясах элемента металлокон-

струкции, что равносильно решению четырех опти-

мизационных задач [5]:    

𝜎эниж.п(𝑥, у) → 𝑚𝑎𝑥,           0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,  −
𝑏

2
≤ 𝑦 ≤

𝑏

2
, 

𝜎эверх.п(𝑥, у) → 𝑚𝑎𝑥,            0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,    −
𝑏

2
≤ 𝑦 ≤

𝑏

2
,                                 

                 (8) 

  𝜎элев.с(𝑥, 𝑧) → 𝑚𝑎𝑥,              0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,   −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
, 

  𝜎эпр.с(𝑥, 𝑧) → 𝑚𝑎𝑥,               0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,   −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
, 

где неравенства 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, −
𝑏

2
≤ 𝑦 ≤

𝑏

2
 и 0 ≤ 𝑥 ≤

𝑙, −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
 определяют области допустимых зна-

чений переменных (𝑥, у) и (𝑥, 𝑧), соответствующие 

поясу и стенке элемента металлоконструкции ко-

робчатого сечения; l – длина элемента металлокон-

струкции. 

Неравенства (2) в условиях на местную устойчи-

вость приводят к необходимости определения мини-

мальных запасов местной устойчивости в левых и 

правых стенках, верхних и нижних поясах элемента 

металлоконструкции, что равносильно решению че-

тырех оптимизационных задач [5]:    

п0ниж.п(𝑥, у) → 𝑚𝑖𝑛,             0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,    −
𝑏

2
≤ 𝑦 ≤

𝑏

2
, 

                    𝑛0верх.п(𝑥, у) → 𝑚𝑖𝑛,             0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,    

−
𝑏

2
≤ 𝑦 ≤

𝑏

2
,                                                   (9) 

𝑛0лев.с(𝑥, 𝑧) → 𝑚𝑖𝑛,                0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,    −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
 

 𝑛0пр.с(𝑥, 𝑧) → 𝑚𝑖𝑛,                 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,    −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
. 

Задачи (8), (9) являются задачами условной оп-

тимизации. Области допустимых значений явля-

ются прямоугольниками стенок и поясов элементов 

металлоконструкции. Если внутренние силы 

𝑠𝑥 , 𝑠𝑦 , 𝑠𝑧 и моменты 𝑚𝑥, 𝑚𝑦 , 𝑚𝑧 в элементах металло-

конструкций определены в виде функций, напри-

мер, методом граничных элементов [6, 7], то целе-

вые функции будут нелинейными функциями 2-х 

переменных. Так как задачи (8), (9) имеют линейные 

ограничения [8], то их целесообразно решать мето-

дом Франка-Вульфа. В основе этого метода лежит 

линеаризация целевой функции 𝑓(𝑥, 𝑦) двух пере-

менных с помощью разложения в ряд Тейлора до 

членов первого порядка по формуле: 
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𝑓(𝑥, 𝑦) ≈ 𝑓(𝑥0
∗, 𝑦0

∗) +
𝜕𝑓(𝑥0

∗ ,𝑦0
∗)

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥0

∗) +
𝜕𝑓(𝑥0

∗ ,𝑦0
∗)

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦0

∗), 

где М0
∗(𝑥0

∗, 𝑦0
∗) - точка из области допустимых 

значений оптимизационной задачи.   

Вводим обозначение 𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0
∗, 𝑦0

∗) +
𝜕𝑓(𝑥0

∗ ,𝑦0
∗)

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥0

∗) +
𝜕𝑓(𝑥0

∗ ,𝑦0
∗)

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦0

∗), получаем за-

дачу линейного программирования:  

𝑓∗(𝑥, 𝑦) → 𝑚𝑎𝑥,  𝑎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏1,   𝑎2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏2.                                    

(10) 

Как известно [9], решение задачи линейного про-

граммирования (10) будет наблюдаться в угловой 

точке М1(х1, у1) области допустимых значений, ко-

торая в задачах (8), (9) является прямоугольной об-

ластью. Вектор М0
∗М1

→

 задает только направление 

увеличения значений целевой функции 𝑓∗(𝑥, 𝑦) 
(направление подъема).  

Далее для определения максимального значения 

целевой функции на отрезке [М0
∗М1] можно вос-

пользоваться методом поразрядного поиска. Схема 

применения метода поразрядного поиска следую-

щая [10]: 

1. Выбирается шаг 𝛥. От точки М0
∗  в направлении 

вектора М0
∗М1

→

 перебираются точки с шагом 𝛥. Про-

цесс останавливается в точке М2, если после нее зна-

чения функции 𝑓∗(𝑥, 𝑦) перестают увеличиваться, 

или когда точка М2 совпадет с конечной точкой М1. 

2. Выбирается шаг 𝛥1 < 𝛥. От точки М2 в направ-

лении вектора М2М0
∗

→

 перебираются точки с шагом 

𝛥1. Процесс останавливается в точке М3, если после 

нее значения функции 𝑓∗(𝑥, 𝑦) перестают увеличи-

ваться, или когда точка М3 совпадет с точкой М0
∗ . 

3. Процесс завершается, когда очередной шаг 

𝛥𝑖 < 휀, где 휀 - заранее выбранное значение. 

4. Обозначаем М1
∗  точку, в которой закончился 

процесс перебора. При этом выполняется условие 

𝑓(𝑀1
∗) > 𝑓(𝑀0

∗).  
       Далее получаем задачу линейного програм-

мирования вида (10), где 𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥1
∗, 𝑦1

∗) +
𝜕𝑓(𝑥1

∗ ,𝑦1
∗)

𝜕𝑥
(𝑥 − 𝑥1

∗) +
𝜕𝑓(𝑥1

∗ ,𝑦1
∗)

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦1

∗) - разложение в 

ряд Тейлора в найденной на первой итерации точке 

М1
∗(𝑥1

∗, 𝑦1
∗). 

Задачи линейного программирования с примене-

нием задач поразрядного поиска повторяются, пока 

не будет выполнено условие окончания решения - 

расстояние между последующим и предыдущим 

значениями целевой функции меньше заранее вы-

бранного значения. В итоге последняя точка будет 

точкой, в которой наблюдается максимальное значе-

ние целевой функции. 

Чтобы проверить выполнение неравенства (3) в 

условии на статическую жесткость в главной балке, 

необходимо найти наибольшее значение прогиба в 

главной балке, т.е. требуется решить следующую 

оптимизационную задачу: 

𝑢(𝑥) → 𝑚𝑎𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙.                                                 (11) 

С помощью метода граничных элементов прогиб 

главной балки можно найти как нелинейную функ-

цию одной переменной, следовательно, задача (11)  

– нелинейная задача условной оптимизации функ-

ции одной переменной. Появляется возможность ре-

шения задачи (11) градиентными методами  

Функция u(x), найденная методом граничных 

элементов, является дифференцируемой функцией, 

что позволяет пользоваться модифицированным ме-

тодом Ньютона с регулировкой шага, последова-

тельность итераций которого строится по формуле 

[11-15]: 

𝑥к+1 = 𝑥к + 𝛼к

𝑓′(𝑥к)

𝑓″(𝑥к)
.                                                        (11) 

Параметр 𝛼к позволяет избежать основного не-

достатка классического метода Ньютона – зависи-

мости от выбора начального приближения. Пара-

метр 𝛼𝑘 определяется при решении одномерной оп-

тимизационной задачи:            

𝑓 (𝑥к + 𝛼к

𝑓′(𝑥к)

𝑓″(𝑥к)
) → 𝑚𝑎𝑥, 𝑎 ≤ 𝑥к + 𝛼к

𝑓′(𝑥к)

𝑓″(𝑥к)
≤ 𝑏 

методом поразрядного поиска, уже описанным в 

статье.  

  

Заключение 

Градиентные методы оптимизации обладают 

большей скоростью сходимости по сравнению с 

прямыми методами. Таким образом, определение 

экстремальных значений прогибов, эквивалентных 

напряжений, запасов местной устойчивости с ис-

пользованием градиентных методов оптимизации 

упрощает проверку ограничений на прочность, 

местную устойчивость и статическую жесткость и 

повышает точность результатов исследования. 
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