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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОГО ЗАКОНА  

ДВИЖЕНИЯ КАРЬЕРНОГО АВТОСАМОСВАЛА  

 
Аннотация: в статье описан эффективный способ уменьшения затрат энергии на циклическом марш-

руте карьерного автосамосвала. Способ заключается в реализации программного энергооптимального 

управления тяговыми электромашинами по пути следования. Разработан метод определения энергоэф-

фективного закона движения карьерного автосамосвала на основе оптимизации функции «путь – ско-

рость». Проведена оптимизация закона управления тяговыми электродвигателями карьерного автоса-

мосвала при цикличном перемещении по заданной траектории с  фиксированным временем прохождения 

маршрута для обеспечения энергоэффективности и безопасности движения с использованием метода 

динамического программирования Ричарда Беллмана. Выполнено сравнение результатом с эксперимен-

тальными данными, полученными при движении в карьере. Сделаны выводы о подтверждении достовер-

ность полученного закона и эффективности разработанного метода определения энергооптимального 

движения карьерного автосамосвала. 
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Введение 

Известно, что использование автотранспорта 

в карьере при перемещении горной массы харак-

теризуется цикличностью и возможностью пре-

одолевать на пути следования уклоны до 8-12 %, 

а также повороты с радиусами не менее 20-24 м. 

Однако, недостатком такого способа транспорти-

ровки карьерных грузов является относительно 

высокие затраты [1]. В связи с тем, что маршрут 

(траектория) машины известен заранее, алгоритм 

управления электродвигателями целесообразно 

построить таким образом, чтобы закон движения 

автосамосвала был оптимален с точки зрения ми-

нимизации затрат энергии, безопасен (по крите-

риям управляемости и устойчивости, ограниче-

нию максимальной скорости на маршруте и по 

тормозным свойствам), а время движения было 

задано, исходя из организации транспортировки 
карьерных грузов. 

Одним из путей снижения затрат является ре-

ализация программного движения карьерного 

автосамосвала с обеспечением энергоэффектив-

ности и безопасности. Такой способ предпола-

гает следование по маршруту «забой – обогати-

тельная фабрика» с горной массой и «обогати-

тельная фабрика – забой» без груза по заданным 

траектории и скорости движения на пути следо-

вания с использованием информационно-управ-

ляющих систем в карьере и на борту автосамо-

свала, находящегося как под управлением води-

теля, так и в беспилотном варианте при автоном-

ном движении.  

Таким образом, задача сводиться к поиску оп-

тимального процесса перевода автосамосвала из 

начальной точки маршрута в конечную при усло-

вии ограничений на фазовые координаты и время 

движения. Для решения задачи оптимизации в 

такой постановке существует множество методов 

[2–13], одним из которых является метод дина-
мического программирования, используемый в 

данной работе. 
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Анализ особенностей эксплуатации автоса-

мосвалов в карьере 

В общем случае процесс движения карьерного 

автосамосвала без вынужденного изменения ско-

рости из-за встречающихся на пути препятствий 

(в случае нештатных ситуаций) можно предста-

вить совокупностью четырех этапов: 

⁃ разгон и/или поддержание скорости в 

случае необходимости, то есть плавное увеличе-

ние скорости движения до заданного значения 

при ограничениях на фазовые координаты и 

управление; 

⁃ выбег, то есть движение без подведения 
мощности к колесам машины; 

⁃ рекуперативное торможение, то есть тор-

можение электродвигателем, работающим в ге-

нераторном режиме, для запасания части кинети-

ческой энергии движения машины в бортовой 

накопитель электроэнергии; 

⁃ торможение рабочей тормозной систе-

мой, то есть торможение фрикционными тормо-

зами для остановки в заданном месте или при 

возникновении нештатных ситуаций (в процессе 

движения с целью снижения безвозвратных за-

трат энергии не используется). 

На этапах разгона и поддержания скорости 

движения энергия, полученная от генераторной 

установки и/или из бортовых источников элек-

троэнергии, расходуется на достижение и/или 

поддержание автосамосвалом расчетной скоро-
сти. Преобразование энергии при этом происхо-

дит следующим образом (рис. Рис. 1, а). Электри-

ческая энергия, полученная от генераторной 

установки и/или из батарей (из накопителя энер-

гии), за вычетом потерь в преобразователе 

(тяговом инверторе) расходуется на вращение 

ротора электромашины, то есть преобразуется в 

механическую, с коэффициентом полезного дей-

ствия (КПД), зависящим от частоты вращения 

вала электромашины и величины создаваемого 

вращающего момента. Далее механическая энер-

гия вращения ротора электромашины посред-

ством механической части трансмиссии и движи-

теля преобразуется в кинетическую энергию дви-

жения автосамосвала с потерями на сопротивле-

ние движению. В трансмиссии энергия расходу-

ется на преодоление сил трения в зубчатых за-

цеплениях и подшипниках, а также на перемеши-
вание трансмиссионного масла. В движителе 

энергия расходуется при скольжении в пятне 

контакта, а также на преодоление гистерезисных 

потерь при качении колес.  

На этапе выбега электрическая энергия не 

расходуется и не восполняется посредством ре-

куперативного торможения, снижение или рост 

скорости происходит за счет изменения сопро-

тивления движению. 

При торможении автосамосвала часть энергии 

(за вычетом потерь на преобразование) может 

быть запасена в накопителе. При этом преобра-

зование энергии происходит в обратной последо-

вательности (рис. Рис. 1, б). Потери энергии в 

преобразователе и трансмиссии учитываются 

КПД узлов автосамосвала. 

Таким образом, задачу определения закона 
энергоэффективного управления колесным карь-

ерным автосамосвалом при движении по извест-

ному маршруту следует сформулировать как за-

дачу оптимизации: определить закон изменения 

скорости от пройденного пути 𝑣(𝑠) на маршруте 

 
Рис. 1 – Преобразование энергии при движении автосамосвала: а – затраты электрической энергии (раз-

гон); б – накопление электрической энергии (для случаев торможения) 

Fig. 2 – Energy conversion during dump truck driving: а – consumed power (acceleration); b – accumulated power 

(for the cases of braking) 
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при движении из точки с фазовыми координа-

тами 𝑠1, 𝑣1 = 0 в точку 𝑠2, 𝑣2 = 0 за время 𝑇 =
𝑡2 − 𝑡1 при минимизации потребляемой энергии 

на движение, определяемой целевой функцией: 

𝐽 = ∫ (𝑁𝑝 − 𝑁𝑇)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= ∫ 𝑁эл𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

⇒ 𝑚𝑖𝑛, (1) 

где 𝑁𝑝 – электрическая мощность, затрачива-

емая из бортового накопителя энергии и/или от 

генераторной установки при разгоне (поддержа-

нии) скорости движения; 𝑁𝑇 – электрическая 

мощность, возвращаемая в бортовой накопитель 

электроэнергии при рекуперативном торможе-

нии; 𝑁эл – общая электрическая мощность, по-

требляемая от бортового накопителя энергии 

и/или генераторной установки при разгоне или 

восполняемая при торможении. 

Анализ особенностей эксплуатации карьер-

ных автосамосвалов показал, что для оптимиза-

ции управления тяговыми электродвигателями 

(ТЭД) необходимо учитывать следующее: 

⁃ случайные факторы, возникающие в про-

цессе движения, которые могут требовать экс-

тренного вмешательства водителя (оператора) в 

процесс движения и принудительного изменения 

скорости машины. В связи с этим должна быть 

реализована возможность скорректировать энер-

гооптимальную фазовую траекторию 𝑣(𝑠) отно-

сительно текущего (измененного вмешатель-

ством оператора) состояния автосамосвала; 

⁃ на продольное ускорение (замедление) 

при разгоне и торможении, а также на боковое 

ускорение при поворотах автосамосвала накла-

дываются ограничения для обеспечения безопас-

ности. Кроме того, согласно правилам движения 

в карьере, максимальная скорость движения не 

должна превышать установленного значения. 

В основе используемого для оптимизации за-

конов управления движением автосамосвала дис-

кретного варианта метода динамического про-
граммирования лежит принцип оптимальности, 

сформулированный Ричардом Беллманом [5]: оп-

тимальная стратегия управления обладает тем 

свойством, что, каково бы ни было первоначаль-

ное состояние и решение в начальный момент, 

последующие решения должны составлять опти-

мальную стратегию управления относительно  со-

стояния, полученного в результате первого реше-

ния [12]. 

Преимуществом указанного метода является 

отсутствие сложностей при учете различных 

ограничений, накладываемых на фазовые коор-

динаты, а также возможность использования 

сложных математических моделей для описания 

состояния системы. Кроме того, данный метод в 

результате работы дает не только оптимальный 

закон движения, но и полную «картину» вариан-
тов, позволяющую проводить построение воз-

можных оптимальных фазовых траекторий пере-

хода из интересующего состояния системы в ко-

нечное [13]. Эта особенность позволяет находить 

оптимальные фазовые траектории из любого 

рассмотренного состояния системы в конечное, 

не проводя повторного поиска значений функции 

Беллмана для каждой точки фазового простран-

ства. 

 

Математическая модель динамики карьер-

ного автосамосвала 

Для решения поставленной задачи оптимиза-

ции требуется описать движение автосамосвала 

уравнением, связывающим текущее состояние 

системы и управляющее воздействие с последу-

ющим состоянием. Для этого будем использовать 

уравнение движения автосамосвала как твердого 

тела без продольного скольжения (буксования) 

колес и допущение об их «точечном» контакте с 

опорной поверхностью (с относительно малым 

размером площади контакта), выраженное через 

пройденный путь 𝑠 и скорость 𝑣 [13, 14, 15]:  

(𝑚𝛿 + 𝐽𝑧𝑘2(𝑠))
𝑑𝑣

𝑑𝑠
𝑣 + 𝐽𝑧

𝑑𝑘(𝑠)

𝑑𝑠
𝑣2 ∙ 𝑘(𝑠) = 

= 𝑀𝑘 𝑟𝑘0⁄ − 𝑚𝑔(𝑓∗ ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + sin(𝛼))  
−𝑐𝑥𝐹лоб𝜌 𝑣2 2⁄ , 

где 𝑚 – масса машины; 𝛿 – коэффициент учета 

вращающихся масс; 𝐽𝑧 – момент инерции машины 

вокруг вертикальной оси, проходящей через 

центр масс; 𝑘(𝑠) – кривизна траектории; 𝑣 – ско-

рость движения машины; 𝑀𝑘 – суммарный вра-

щающий момент, подведенный к ведущим коле-

сам машины; 𝑟𝑘0 – радиус качения колес в сво-

бодном режиме; 𝑔 – ускорение свободного паде-

ния (9,8 м/с2); 𝑓∗ – приведенный коэффициент со-

противления качению колес с учетом скорости 

движения и увода; 𝛼 – угол преодолеваемого 

подъема/спуска; 𝑐𝑥 – коэффициент аэродинами-

ческого сопротивления; 𝐹лоб – площадь лобовой 

проекции машины; 𝜌 – плотность воздуха 

(1,25 кг/м3). 

Коэффициент учета вращающихся масс опре-

деляется по формуле [16]: 

𝛿 = 1 + (𝑛𝑘𝐽𝑘 + 𝜂тр𝑢тр
2 𝑛тэд𝐽𝑑) (𝑚𝑟𝑘0

2 )⁄ , (3) 

где 𝑛𝑘 – число колес машины; 𝐽𝑘 – момент 

инерции колеса вокруг оси вращения; 𝜂тр – КПД 

трансмиссии; 

𝑢тр – передаточное число трансмиссии; 𝑛тэд – 

количество тяговых электродвигателей, обеспе-

чивающих движение машины; 𝐽𝑑 – момент инер-

ции вращающихся частей двигателя. 

Зависимость коэффициента сопротивления 

качению от скорости движения и увода может 

быть учтена согласно следующей формуле [13, 
16-19]: 

𝑓∗ = 𝑓гр(1 + 𝑘𝑣𝑣2) + 𝑣4𝑘2(𝑠) (𝑔2𝜁𝑦 )⁄ , (4) 

где 𝑓гр  – коэффициент сопротивления качению 

при малой скорости движения без увода; 𝑘𝑣  – ко-

эффициент учета скоростных потерь; 𝜁𝑦 – удель-

ный коэффициент сопротивления боковому 

уводу. 

Система управления должна обеспечить рас-

четную скорость автосамосвала посредством 

вращающего тягового/тормозного момента, со-

здаваемого электромашинами и подводимого к 

колесам через механическую часть трансмиссии 
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с учетом потерь на привод дополнительного обо-
рудования, тогда: 

𝑀тэд =
𝑀𝑘

𝑛тэд𝑢тр(𝜂тр𝑘𝑐𝑁)
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑀𝑘 )

, (5) 

 
Рис. 3. Проекция на плоскость траектории движения автосамосвала 

Fig. 2. Plane projection of the dump truck motion path  

 
Рис. 3. Изменение вертикальной координаты опорной поверхности при движении по траектории 

Fig. 3. Variation of the vertical coordinate of the reference surface when moving along the trajectory 

 
Рис. 4. Зависимости кривизны траектории и угла наклона опорной поверхности от пройденного  

пути при движении по маршруту 

Fig. 4. Dependencies of the path curvature and angle of slope of the reference surface on the traveled path  

when traveling along the route 

 
Рис. 5. Зависимость скорости движения автосамосвала от пройденного пути, полученная  

по записанной реализации 

Fig. 5.Dependence of the dump truck driving speed on the distance travelled obtained  

based on the recorded implementation 
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где 𝑀тэд – вращающий момент, создаваемый 

электромашинами; 𝑘𝑐𝑁 – коэффициент свободной 

мощности. 

При этом учет мощности, потребляемой на 

движение автосамосвала, следует проводить с 

использованием КПД электромашины и преобра-

зователя: 

𝑁эл = 𝑛тэд

𝑀тэд𝜔тэд

(𝜂пр𝜂тэд)
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑀𝑘 𝜔𝑘)

, (6) 

где 𝜔тэд – среднее арифметическое частот вра-

щения роторов электромашин (𝜔тэд = 𝑣 ∙ 𝑢тр/𝑟𝑘0); 

𝜂пр – КПД преобразователя; 𝜂тэд – КПД электро-

машины. 

Таким образом, получено требуемое для опти-

мизации уравнение связи текущего состояния ав-

тосамосвала 𝑣(𝑠) и управления 𝑀тэд cо следую-

щим состоянием (2), а также зависимость для 

определения электрической мощности, необхо-

димой при переходе из текущего состояния авто-

самосвала в следующее (6). 

 

Математическое описание маршрута дви-

жения 

Для примера рассмотрим математическое 

описание типового циклического маршрута дви-

жения карьерного автосамосвала, который за 

время эксплуатации повторяется несколько де-

сятков раз в сутки.  

Так, при помощи GPS приемника и программ-

ного обеспечения «Навител Навигатор  9.12» 

были получены GPS-треки, которые представ-

ляют собой массивы координат точек в простран-
стве и времени. Записи образуют кривую линия, 

показывающую на карте траекторию реального 

движения автосамосвала на маршруте «забой - 

обогатительная фабрика» с учетом перепадов вы-

сот. Информация о времени записи точек позво-

ляет определить скорость движения автосамо-

свала на маршруте в заданный момент времени и 

на любом участке пути. 

Проекция маршрута, записанного с помощью 

GPS, на плоскость была получена с использова-

нием системы координат универсальной попе-

речной проекции Меркатора (UTM) (рис. Рис. , 

рис. 3). 

Для синтеза оптимального закона управления 

тяговыми электродвигателями необходимо пред-

ставить маршрут в виде протяженной реализации 

кривизны траектории и угла преодолеваемого 
подъема/спуска от пройденного пути (рис. 4). 

Для проведения сравнительной оценки элек-

трической энергии, затраченной при движении 

по оптимальному закону, с энергией, затрачен-

ной при движении по записанной при помощи 

GPS реализации, получена зависимость скорости 

движении автосамосвала от пройденного пути 

при движении по маршруту (рис. 5). 

Время движения машины по рассматривае-

мому маршруту между забоем и обогатительной 

фабрикой составило 1295 с. Рассматривая изме-

нение параметров движения в «прямом направле-

нии», то есть из от точки с путевой координатой 

0 (забой) до конечной (обогатительная фабрика) 

и в «обратном» – из точки с путевой координа-

той, соответствующей длине траектории до 

точки с нулевой координатой, получим два вари-

анта маршрутов для проведения исследования: 

движение машины максимальной массы (с пол-

ной загрузкой) из забоя до обогатительной фаб-

рики и движение машины минимальной массы 

(порожней) от обогатительной фабрики в забой. 

Очевидно, что меньшая масса автосамосвала 

при порожнем перегоне потенциально позволит 

обеспечить более высокую скорость движения 

машины. Тем не менее, ограничение на время 

при движении из забоя до обогатительной фаб-

рики и от обогатительной фабрики в забой вы-

браны одинаковыми для предотвращения скопле-

ния машин перед пунктами загрузки и выгрузки. 
 

Метод синтеза закона энергоэффективного 

движения автосамосвала 

Полученное уравнение состояния автосамо-

свала, зависимость для вычисления функционала 

(затрат энергии на движения), а также описание 

маршрута, в формате необходимом для проведе-

ния исследования (зависимость угла наклона 

опорной поверхности и кривизны траектории от 

пройденного пути), позволяют перейти непо-

средственно к применению метода динамиче-

ского программирования.  

На первом этапе необходимо определить фа-

зовое пространство, то есть пространство состо-

яний автосамосвала (комбинации величин 𝑣 и 𝑠), 

в которых он может физически находиться при 

условии выполнения граничных условий. 

Для этого необходимо интегрировать полу-

ченное уравнение движения (2) при фиксации 

начальных граничных условий (𝑠1, 𝑣1 = 0)  и по-

дачи на ведущие колеса тягового момента со-
гласно внешней характеристике электродвига-

теля при движении от начального состояния к ко-

нечному. То есть определить максимальную ско-

рость движения на маршруте, ограниченную тя-

говыми возможностями автосамосвала 𝑣тяг . 

Помимо ограничений, накладываемых меха-

нической характеристикой электродвигателей, 

при интегрировании необходимо дополнительно 

учитывать ограничение скорости движения ма-

шины, обусловленное правилами эксплуатации 

автосамосвалов в карьере (максимальная ско-

рость движения ограничена величиной 𝑣𝑚𝑎𝑥 =
42 км/ч), и безопасностью движения. Примем, 

что величина боковых ускорений безопасного 

движения составляет 𝑎𝑦 𝑚𝑎𝑥 = 0,07𝑔. Тогда, ис-

ходя из величины 𝑎𝑦 𝑚𝑎𝑥, предельная скорость 

движения автосамосвала в i-ой точке маршрута 

может быть найдена как: 

𝑣𝑎𝑦 𝑖 = √
𝑎𝑦 𝑚𝑎𝑥

𝑘𝑖

, (7) 

где 𝑣𝑎𝑦 𝑖  – предельная скорость движения ав-

тосамосвала в i-ой точке маршрута, исходя из 

ограничения на боковое ускорение. 
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После этого необходимо получить решение 

уравнения движения (2) при фиксации конечных 

граничных условий (𝑠2, 𝑣2 = 0) и подачи на веду-

щие колеса тормозного момента согласно внеш-

ней механической характеристике электродвига-

теля (в генераторном режиме) при движении от 
конечного состояния к начальному. То есть опре-

делить максимальную скорость движения на 

маршруте, ограниченную тормозными возмож-

ностями автосамосвала (без экстренного 

применения фрикционных тормозных механиз-

мов) 𝑣торм . 

Таким образом, получены кривые, ограничи-

вающие фазовое пространство, в котором может 

находиться автосамосвал при условии, что 

управляющий тяговый/тормозной момент (огра-

ниченный внешней механической характеристи-

кой электромашины в тяговом/генераторном ре-

жиме) позволит обеспечить заданные граничные 

условия. Окончательное значение скорости в 

 
Рис. 6. Фазовое пространство состояний 

Fig. 6. Phase space of states 

 

 
Рис. 7. Дискретизация фазового пространства (изображено условно) 

Fig. 7. Discretization of phase space (represented conventionally) 

 

 
Рис. 8. Иллюстрация перехода автосамосвала из одного фазового состояния в другое 

Fig. 8. illustrates the transition of the dump truck from the one phase state to another 
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каждой точке маршрута, ограничивающее фазо-

вое пространство сверху, определяется как: 

𝑣𝑖 = min (𝑣тяг 𝑖 , 𝑣торм 𝑖). (8) 

Снизу фазовое пространство ограничивает 

линия нулевой скорости. Условная графическая 

иллюстрация полученного фазового простран-

ства представлена на рис. 6. 
Следующим этапом является дискретизация 

полученного пространства, то есть разбиение фа-

зовой поверхности на сетку рассматриваемых со-

стояний. Разобьем рассматриваемый участок 

пути на 𝑁 точек, а определенные границы скоро-

сти на 𝐿 точек. Так как для каждой точки рас-

сматриваемого маршрута диапазон допустимых 

скоростей может быть различен, то количество 

точек разбиения скорости в рассматриваемой 

точке пути будет равно 𝐿𝑖, где 𝑖 – номер точки по 

пути в исследуемом маршруте (рис. 7). 

От частоты разбиения напрямую зависит дли-

тельность расчета и точность получаемого за-

кона управления. Величину шага необходимо ва-

рьировать в зависимости от длины исследуемого 
маршрута: чем большей протяженности марш-

рут, тем более крупный шаг можно выбирать, по-

лучая при этом удовлетворительный результат 

[13, 14]. 

Шаг интегрирования уравнения движения для 

получения линий ограничения скорости, форми-

рующих фазовое пространство, целесообразно 

выбирать равным шагу дискретизации (более 

мелкий шаг не даст увеличение точности рас-

чета). 

На следующем этапе необходимо составить 

функцию Беллмана. Для рассматриваемой си-

стемы функционалом выбрана величина электри-

ческой энергии, затрачиваемая автосамосвалом 

при движении по маршруту. Тогда значение 

функции Беллмана в каждой расчетной точке фа-

зового пространства должно представлять собой 
минимальную величину электрической энергии, 

которую необходимо затратить для перевода ав-

тосамосвала из рассматриваемого состояние в 

конечное, с учетом ограничения на управляющее 

воздействие (величина вращающего момента 

𝑀тэд должна находиться в пределах механиче-

ской характеристики).  

Кроме конструктивных ограничений при вы-

числении функции Беллмана целесообразно учи-

тывать предельную величину продольных уско-

рений 𝑎𝑥 𝑚𝑎𝑥 = 0,1𝑔 [20]. Такое ограничение при-

нято из соображений обеспечения безопасности 

движения нескольких автосамосвалов на одном 

маршруте в карьере, том числе под управлением 

операторов. 

Таким образом, в рассматриваемом случае 

функция Беллмана будет иметь вид (рис. 8): 

𝑍𝑁−𝑖,𝑘 = 𝑍(𝑠𝑁−𝑖 , 𝑣𝑁−i,𝑘) =

= min
|𝑀тэд|<𝑀тэд

𝑚𝑎𝑥(𝑣ср)

|𝑣ср∆𝑣 ∆𝑠⁄ |<𝑎𝑥 𝑚𝑎𝑥

{
𝑁эл(𝑣ср , ∆𝑣, 𝑠ср , ∆s) + 𝜆

𝑣ср

∆𝑠

+ 𝑍𝑁−𝑖+1,𝑗} 

𝑣ср =
𝑣𝑁−𝑖+1,𝑗 + 𝑣𝑁−𝑖,𝑘

2
;  ∆𝑣 = 𝑣𝑁−𝑖+1,𝑗 − 𝑣𝑁−𝑖,𝑘; 

𝑠ср =
𝑠𝑁−𝑖+1+𝑠𝑁−𝑖

2
;   ∆𝑠 = 𝑠𝑁−𝑖+1 − 𝑠𝑁−𝑖, (9) 

где 𝑍(𝑠, 𝑣) – значение функции Беллмана в 

точке фазового пространства с длиной пройден-

ного пути 𝑠 и скоростью 𝑣; 𝑁 – количество точек 

разбиения исследуемого маршрута по пути; 𝑖 – 

номер рассматриваемой точки в исследуемом 

маршруте 𝑘 ∈ [1 … 𝑁]; 𝑘 – номер рассматривае-

мой точки в массиве допустимых скоростей для 

(𝑁 − 𝑖) -ой точки по пути 𝑘 ∈ [1 … 𝐿𝑁−𝑖]; 𝑗 – номер 

рассматриваемой точки в массиве допустимых 

скоростей для 

(𝑁 − 𝑖 + 1) -ой точки по пути 𝑗 ∈ [1 … 𝐿𝑁−𝑖+1]; 𝜆 – 

неопределенный множитель Лагранжа; ∆𝑣 – из-

менение скорости при переходе автосамосвала из 

состояния 𝑠𝑁−𝑖 , 𝑣𝑁−i,𝑘 в состояние 𝑠𝑁−𝑖+1, 𝑣𝑁−𝑖+1,𝑗 ; 

∆𝑠 – изменение пройденного пути при переходе 

автосамосвала из состояния 𝑠𝑁−𝑖  в состояние 

𝑠𝑁−𝑖+1; 𝑣ср  – средняя скорость автосамосвала при 

переходе из состояния 𝑠𝑁−𝑖 , 𝑣𝑁−i,𝑘  в состояние 

𝑠𝑁−𝑖+1, 𝑣𝑁−𝑖+1,𝑗; 𝑠ср – среднее значение пройден-

ного пути при переходе автосамосвала из состо-

яния 𝑠𝑁−𝑖 в состояние 𝑠𝑁−𝑖+1; 

 
Рис. 9. Оптимальная фазовая траектория 

Fig.9. Optimal phase trajectory 
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𝑁эл(𝑣ср, ∆𝑣, 𝑠ср, ∆s) ∙ ∆𝑠 𝑣ср⁄ – величина энергии, за-

траченная на перевод автосамосвала из состоя-

ния 𝑠𝑁−𝑖 , 𝑣𝑁−i,𝑘 в состояние 𝑠𝑁−𝑖+1 , 𝑣𝑁−𝑖+1,𝑗. 

То есть значение функции Беллмана, в точке с 

фазовыми координатами 𝑁 − 𝑖, 𝑘, есть минималь-

ное значение суммы энергии, необходимой для 

перевода автосамосвала из состояния с фазовыми 

координатами 𝑁 − 𝑖, 𝑘 в состояние 𝑁 − 𝑖 + 1, 𝑗, и 

значения функции Беллмана в точке с фазовыми 

координатами 𝑁 − 𝑖 + 1, 𝑗 (минимальной вели-

чины энергии, которую необходимо затратить 

для перевода автосамосвала из состояния с коор-

динатами 𝑁 − 𝑖 + 1, 𝑗 в конечное), при условии, 

что управление 𝑀тэд, приложенное к системе, и 

продольное ускорение, находятся в области до-

пустимых значений (рис. 8) 

Величина потребной электрической мощно-

сти 𝑁эл(𝑣ср, ∆𝑣, 𝑠ср , ∆s) в зависимости от рассмат-

риваемых состояний 𝑁 − 𝑖, 𝑘 и 𝑁 − 𝑖 + 1, 𝑗 опре-

деляется с использованием уравнения динамики 

автосамосвала (2) и формул (5) и (6). 

Таким образом, вычисляя значение функции 

Беллмана Ошибка! Источник ссылки не 

найден. в каждой точке фазового пространства, 
двигаясь от конечного состояния к начальному, 

получим двумерный массив минимальных значе-

ний энергий, которые необходимо затратить для 

перемещения автосамосвала из рассматриваемой 

точки фазового пространства в конечную. После-

довательность вычислений происходит именно 

из конечной точки в начальную потому, что зна-

чение функции 𝑍(𝑠, 𝑣) в конечной точке марш-

рута есть величина энергии, которую необхо-

димо затратить на перевод автосамосвала из ко-

нечной точки маршрута в конечную, то есть 0. 
Следующим этапом является синтез опти-

мальной фазовой траектории и закона управле-

ния тяговым электродвигателем. Запишем урав-

нение состояния. Так как положение автосамо-

свала на фазовой поверхности зависит от преды-

дущего состояния и величины управляющего 

воздействия на данном шаге 𝑀тэд, то: 

𝑍(𝑠𝑖+1, 𝑣𝑖+1,𝑗) = 𝑍(𝑠𝑖 , 𝑣𝑖
′)

+
𝑁эл(𝑠𝑖 , 𝑣𝑖

′, 𝑀тэд) + 𝜆

𝑣ср

∙ ∆𝑠; 
𝑣ср = (𝑣𝑖+1,𝑗 + 𝑣𝑖

′) 2⁄ ;    ∆𝑠 = 𝑠𝑖+1 − 𝑠𝑖 , 

(9) 

где 𝑣𝑖
′ – значение оптимальной скорости для 

𝑠𝑖-ого значения пройденного пути. 

Теперь, двигаясь от начального состояния в 

конечное (так как для значения 𝑖 = 1 значение 

𝑣1
′ = 0 известно) и решая уравнение состояния (9) 

относительно 𝑣𝑖+1,𝑗 , получаем оптимальную фа-

зовую траекторию 𝑣′(𝑠) на рассматриваемом 

маршруте, а также величину необходимого вра-

щающего момента электродвигателя 𝑀тэд(𝑠), 

обеспечивающего движение автосамосвала по 

полученной фазовой траектории (рис. 9). 

Как видно в уравнениях Ошибка! Источник 

ссылки не найден. и (9) присутствует неопреде-

ленный множитель Лагранжа 𝜆. В случае, когда 

величина 𝜆 равна 0 метод дает тривиальное реше-

ние: двигаться с минимальной возможной скоро-

стью. В этом случае время достижения конечного 

состояния стремится к бесконечности.  

Таким образом, для обеспечения заданного 

времени прохождения маршрута необходимо 

итерационным путем варьировать величину не-

определенного множителя Лагранжа 𝜆, повторяя 

вышеперечисленные действия. 

В случае если 𝜆 отлична от нуля значение 

функции Беллмана 𝑍 не будет соответствовать 

величине энергозатрат автосамосвала на движе-

ние. В этом случае для вычисления величины 

энергии, затраченной на прохождение маршрута, 

необходимо использовать выбранный функцио-

нал (1). 

𝐽 = ∫ 𝑁эл𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= ∫
𝑁эл

𝑣
𝑑𝑠

𝑠2

𝑠1

= ∑
𝑁эл (𝑀тэд(𝑠), 𝑣′(𝑠)) ∆𝑠

𝑣ср

𝑁

𝑖=1

 

(10) 

Для варьирования величины неопределенного 

множителя Лагранжа 𝜆 был применен метод «се-

кущих», при использовании которого необхо-

димо вычислить значение времени прохождения 

маршрута 𝑇(𝜆) для двух значений 𝜆, которые яв-

ляются начальным приближением. После этого 

каждое последующее приближение 𝜆 вычисля-

ется по формуле: 

𝜆𝑛+1

= 𝜆𝑛−1 −
(𝑇(𝜆𝑛−1) − 𝑡зад)(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛−1)

𝑇(𝜆𝑛) − 𝑇(𝜆𝑛−1)
 

(11) 

где 𝑡зад – заданное время прохождения марш-

рута; 

Итерации необходимо повторять, пока значе-

ние времени прохождения маршрута 𝑇(𝜆) не по-

падет в область допустимого отклонения от за-

данного 𝑡зад.  

 

Определение закона энергоэффективного 

движения прототипа карьерного автосамо-

свала 

Расчеты энергооптимальных фазовых траек-

торий прототипа автосамосвала проводились для 

случаев движения с полной загрузкой из забоя до 

обогатительной фабрики и порожнего перегона 

от обогатительной фабрики в забой. Прототип 

имеет колесную формулу 4×4 и оснащен индиви-

дуальным приводом для каждой оси, что требует 

разработки отдельной системы управления, рас-
пределяющей тягу между ведущими мостами. 

Будем считать, что тяга между колесами распре-

деляется поровну, и моменты, реализуемые элек-

тродвигателями в процессе движения, одина-

ковы. 

При проведении расчетов использовались 

следующие технические характеристики карьер-

ного автосамосвала (табл.1). 
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При расчетах принято, что КПД преобразова-

теля электроэнергии не зависит от скорости дви-
жения автосамосвала и является постоянной ве-

личиной. КПД электромашины в тяговом и гене-

раторном режимах одинаковы и представляют 

собой зависимость от частоты вращения вала 

электродвигателя и реализуемого вращающего 

момента. Внешняя механическая характеристика 

используемого ТЭД, а также поверхность КПД 

электромашины представлены на рис. 10. 

Результаты расчета. Оптимальная фазовая 

траектория автосамосвала и закон управле-

ния ТЭД 

Результаты расчета оптимальной фазовой тра-

ектории для случаев движения из забоя до обога-

тительной фабрики и от обогатительной фабрики 

в забой представлены на рис. 11. Законы управ-

ления тяговыми электродвигателями для обоих 

направлений движения представлены на рис. 12. 

Ограничение времени движения по маршруту как 
в прямом (из забоя до обогатительной фабрики), 

так и в обратном (от обогатительной фабрики в 

забой) направлениях составляет 1295  с. 

Как видно по представленным результатам 

полученный закон движения предполагает 

поддержание скорости на уровне 15–20 км/ч. 

Увеличение скорости с 500 м по 1000 м и с 2300 м 
по 2500 м маршрута (в случае движения из забоя 

до обогатительной фабрики, рис. 11, а) связанно 

с возможностью преодоления последующего 

подъема за счет сил инерции. 

По полученным законам управления тяго-

выми электродвигателями можно заключить, что 

для снижения затрат энергии использование тор-

можения сведено к минимуму (рис. 12). 

Используя запись траектории движения авто-

самосвала, полученную с помощью GPS, теоре-

тически оценены затраты энергии на маршруте. 

Так, с применением зависимостей (2), (5), (6) и 

(10) определено, что величина энергии, необхо-

димая для движения автосамосвала по маршруту, 

который управляется опытным водителем, со-

ставляет: при движении из забоя до обогатитель-

ной фабрики 154,5 МДж, при движении от обога-

тительной фабрики в забой 79,3 МДж. При этом 
в случае движения по оптимальному закону энер-

гозатраты составят: при движении из забоя до 

обогатительной фабрики 150,1 МДж, при движе-

нии от обогатительной фабрики в забой 76  МДж. 

Таблица 1. Технические характеристики исследуемого прототипа автосамосвала 

Параметр Значение 

Полная масса, кг 50000 

Снаряженная масса, кг 25000 

Радиус качения колеса без скольжения (29,5 R25), м 0,8642 

Момент инерции колеса, кг ∙ м2 425 

Площадь лобовой проекции, м3 8,075 

Коэффициент аэродинамического сопротивления 1 

КПД механической части трансмиссии 0,95 

Коэффициент снимаемой мощности 0,95 

Передаточное число главной передачи 21,27 

Коэффициент сопротивления качению 0,02 

Коэффициент учета скоростных потерь, с2 м2⁄  0,0009 

Удельный коэффициент сопротивления боковому уводу 5 

Момент инерции корпуса вокруг вертикальной оси (при полной массе), кг ∙ м2 171000 

Момент инерции корпуса вокруг вертикальной оси (при снаряженной массе), кг ∙ м2 85500 

Момент инерции вращающихся частей электродвигателя, кг ∙ м2 3,45 

КПД преобразователя электрической энергии 0,97 

 

 
Рис. 10 Внешняя механическая характеристика и КПД электромашины 

Fig. 10. The external mechanical characteristics and the efficiency of the electric motor 
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Таким образом, получен энергооптимальный за-

кон управления ТЭД автосамосвала. 
Применение полученного закона позволит 

обеспечить безопасную и энергоэффективную 

эксплуатацию автосамосвалов в карьере при 

уровне энергозатрат на движение более выгод-

ном, чем при эксплуатации аналогичных автоса-

мосвалов, но под управлением водителей-опера-

торов. По результатам расчета получено сниже-

ние энергозатрат при движении из забоя до обо-

гатительной фабрики на 2,9 %, а от обогатитель-

ной фабрики в забой на 4,3 %. Общее снижение 

энергозатрат за один цикл маршрута составит 

3,4 %. 

На рис.13 расчетные режимы работы тяговых 

электродвигателей (в тяговом режиме) при дви-

жении по маршруту нанесены на график механи-

ческой характеристики. Как видно из получен-

ных данных, тяги и мощности, реализуемой дви-

гателями, достаточно для преодоления дорож-
ного сопротивления на всех участках пути вы-

бранного маршрута. 

На рис. 14 представлены расчетные значения 

воспринимаемого при движении дорожного со-

противления. Как видно тяговые возможности 

автосамосвала при движении с полной загрузкой 

(из забоя до обогатительной фабрики) позволяют 
преодолеть встречающееся на пути дорожное со-

противление при сохранении необходимой сред-

ней скорости движения, при этом в случае по-

рожнего перегона (движение от обогатительной 

фабрики в забой) потенциал тяги существенно 

больше воспринимаемого дорожного сопротив-

ления, которое при движении по маршруту не 

превышает 0,15 в области скоростей от 15 км/ч 

до 25 км/ч. 

Выводы 

Полученные с помощью разработанного ме-

тода оптимальные законы управления тяговыми 

электродвигателями на заданном маршруте поз-

волят обеспечить безопасное движение автоса-

мосвалов с максимальной энергоэффективно-

стью и заданной производительностью. 

В результате сравнения энергозатрат, полу-

ченных в случае движения автосамосвала под 
управлением опытного водителя по заданному 

маршруту, с энергозатратами, полученными в 

случае движения автосамосвала при программ-

ном управлении по оптимальному закону на том 

же маршруте, была подтверждена достоверность 

 
а) 

 
б) 

Рис. 11. Результаты расчета для прототипа автосамосвала 4×4 при движении по маршруту: 

а – оптимальная фазовая траектория при движении из забоя до обогатительной фабрики;  

б – оптимальная фазовая траектория при движении от обогатительной фабрики в забой 

Fig. 11. The results of calculations for the 4×4 dump truck prototype:  

a – optimal phase trajectory for driving from the face to the concentrator; 
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полученных законов и эффективность разрабо-

танного метода определения энергооптималь-

ного движения карьерного автосамосвала.  

Работа выполнена при финансовой под-

держке Министерства науки и высшего образо-

вания Российской Федерации в рамках соглаше-

ния № 075-11-20 19-034 от 22.11.2019г. с ПАО 

"КАМАЗ" по комплексному проекту «Разработка 

и создание высокотехнологичного производства 

автономных тяжелых платформ для безлюдной 

добычи полезных ископаемых в системе "Умный 

карьер"», при участии ФГБОУ ВО «Кузбасский 

государственный технический университет 

имени Т.Ф. Горбачева» в части выполнения 

научно-исследовательских, опытно-конструк-

торских и технологических работ. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 12. Результаты расчета для прототипа автосамосвала 4×4 при движении по маршруту:  

а – закон управления ТЭД при движении из забоя до обогатительной фабрики;  

б – закон управления ТЭД при движении от обогатительной фабрики в забой 

Fig. 12. The results of calculations for the 4×4 dump truck prototype when driving along the route: 
а – law of control of the traction electric motor for driving from the face to the concentrator;  

b – law of control of the traction electric motor for driving from the concentrator to the face 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 13. Расчетные режимы работы электродвигателей (в тяговом режиме) при движении по марш-

руту согласно оптимальному закону: а – из забоя до обогатительной фабрики; б –от обогатительной 

фабрики в забой 

Fig. 13. Design operation modes of the traction electric engines (in a traction mode) during driving along the 

route according to the optimal law: а – from the face to the concentrator; b – from the concentrator to the face 
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б) 

Рис. 14. Расчетное дорожное сопротивление, воспринимаемое автосамосвалом, при движении по 
маршруту согласно оптимальному закону: а – из забоя до обогатительной фабрики;  

б – от обогатительной фабрики в забой  

Fig.14. Design road resistance, perceived during driving along the route according to the optimal law: a – from the 

face to the concentrator, b – from the concentrator to the face 

 



«Горное оборудование и электромеханика» № 3, 2020, с. 11-24 
23 

 

 
Alexander B. Kartashov

1, С. Sc. in Engineering, Boris B. Kositsyn
1, С. Sc. in Engineering, George 

O. Kotiev
1, Dr. Sc. in Engineering, Professor, Dmitry M. Dubinkin

2, С. Sc. in Engineering, Associ-
ate Professor, Sergey V. Nazarenko

3, chief designer of innovative cars 
 
1Bauman Moscow State Technical University, Department of Wheeled Vehicles SM -10, 105005, Rus-

sian Federation, Moscow, 2nd Baumanskaya street, 5 
2T.F. Gorbachev Kuzbass State Technical University, Department of Metal Cutting Machines and 
Tools, 650000, Russian Federation, Kemerovo, Vesennyaya street, 28 
3KAMAZ PTC, 423827, Republic of Tatarstan, Russian Federation, Naberezhnye Chelny, Avtoza-
vodsky Prospect, 2 

 

METHOD FOR DETERMINING THE ENERGY-EFFICIENT LAW OF MINING 

DUMP TRUCK MOTION 

 
Abstract: The article describes an effective way to reduce energy costs on the cyclic route of mining dump 

truck. The method involves implementing software energy-optimal control of traction electric vehicles along the 

travel route. A method has been developed for determining the energy-efficient law of mining dump truck mo-

tion based on the optimization of the «path-speed» function. The optimization of the traction electromotors con-

trol law of mining dump truck during cyclic motion along a given trajectory with a fixed travel time was car-

ried out using Richard Bellman’s dynamic programming method to ensure energy efficiency and traffic safety. 

Comparison of results with experimental data obtained during motion on the quarry was fulfilled. Conclusions 

confirming the reliability of the obtained law and the effectiveness of the developed method for determining the 

energy-optimal motion of a mining dump truck were made. 
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