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ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ КАНАТА И ВАЛА КАК МОДЕЛЬ СОСТАВНОЙ  

ЧАСТИ СЛОЖНОГО ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЙ  

СИСТЕМЫ ШАХТНОГО ПОДЪЕМА 

 
Аннотация: Выполнен анализ сложного объекта управления электромеханической системы управле-

ния шахтного подъема. Установлено существенное влияние на износостойкость, качество управления и 

энергоемкость системы при недостаточной изученности поперечных колебаний вала и каната. Суще-

ствование поперечных колебаний подвержено экспериментально на примере шахты Абаканского руд-

ника. Известные исследования поперечных колебаний основаны на изгибе балки, но у балки касательная 

на опоре располагается под углом больше нуля градусов, касательные концов вала и каната равны нулю, 

в силу чего добавляются дополнительные нулевые граничные условия, которые не могут быть реа лизо-

ваны на базе теории изгиба балки. Разработан уточненный метод, названный зеркальной симметрией – 

преобразование сосредоточенной нагрузки в эквивалентные изгибающие моменты, и на его основе со-

здана динамическая модель, использующая статический изгиб как  начальные условия. В основу построе-

ния теории положен метод Фурье (разделение переменных). Метод Фурье не обеспечивает исследова-

ние колебаний систем с функциями начальных условий, не разлагаемых в ряд Фурье по синусам, которые 

не содержат свободного члена. В статье решена задача, позволившая применять функции, разлагаемые 

в ряды Фурье со свободным членом. В методе Фурье дополнена возможность введения дополнительных 

слагаемых, обеспечивающих моделирование затухающих колебательных процессов. Решена задача ма-

тематического описания одним уравнением статического изгиба и динамических процессов, которые в 

теории изгиба балки решены двумя независимыми системами. Проведены модельные и частично экспе-

риментальные исследования решенных задач. 
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В горном производстве шахтные подъемные 

установки (ШПУ) являются основным транс-

портным средством для перевозки грузов и лю-

дей. Рабочий процесс сопровождается колеба-

тельными процессами в продольном и в попереч-

ном направлениях по отношениях к оси. Про-

дольные и поперечные колебания воздействуют 

на барабан. Если продольные колебания 

изучаются достаточно интенсивно [1, 2, 3, 4], то 

поперечным колебаниям вала и каната в теории 

ШПУ практически не уделяется внимания.  

Тем не менее, в работе [5] модельные и экспе-

риментальные исследования на примере фрикци-

онной подъемной системы показали, что из-за 

внешних возмущений продольные колебания со-

провождаются поперечными. Следует отметить 

Рис. 1. Два кадра колеблющегося в поперечном направлении каната 

Fig. 1. Two frames of the rope oscillating in transverse direction 

 
 



44 
Mining Equipment and Electromechanics. No. 6, 2020. PP. 43-51 

 

работы [6, 7], но в них рассматриваются вибра-

ционные колебания без возможности учета гра-

ничных условий. Убедительно выполнено моде-

лирование поперечной вибрации каната лифта в 

работе [8], но, поскольку работа ориентирована 

на исследование высокочастотных колебаний, не 

учитываются энергозатратные усилия на изгиб и 

низкочастотные колебания, его сопровождаю-

щие. 

Актуальность исследования поперечных ко-

лебаний подтверждена автором видеозаписью 

поперечных колебаний каната между барабаном 

и шкивом 

ШПУ шахты Абаканского рудника. По-

скольку камера одновременно не охватывает ко-

леблющийся участок, на рис. 1 приведены два 

кадра отрезка каната со стороны шкива. Сопо-

ставление кадров показывает на угловое смеще-

ние левого конца отрезка, колеблющегося сверху 

вниз и обратно. 

В ШПУ источником поперечных колебаний 

является сосредоточенная нагрузка P. Анализ ис-

точников [9, 10, 11, 12, 13] показал, что наиболее 

близким к теории поперечных колебаний упру-

гого вала и каната является описание колебаний 

натянутой струны по методу Фурье. Но в теории 

колебаний струны допускается излом струны в 

конечных точках закрепления и в точке оттягива-

ния, которые при изгибах вала и каната без раз-

рушения невозможны. Конструктивно валу и ка-

нату в большей мере соответствует круглая 

балка, свободно опирающаяся на опоры и изо-

гнутая под действием груза Р (рис. 2). Из рисунка 

следует, что касательные в точках опор P1 и P2 

расположены под углом 𝛼 ≠  0 и производная от 

изгиба h(x) не равна нулю. 

 
В отличие от балки концы вала защемлены в 

подшипниках, где изгибаться не могут и оста-

ются прямыми. На выходе из подшипников в точ-

ках P1 и P2 излом вала физически невозможен и 

изгиб вала происходит плавно, начиная от каса-

тельных в точках P1 и P2, которые совпадают с 

линией 0 – x с углом наклона 𝛼 = 0. В результате   

в точках P1 и P2, равен нулю не только изгиб 

h(x)=0, но и производная от изгиба 
ℎ(𝑥) 

𝑑𝑥
= 0. 

Это существенное отличие вала от балки (рис. 

1), где 𝛼 > 0, видно из сравнения рис. 3 с рис. 2.  

Защемленные в подшипниках концы вала 

идентичны заделке консоли в стене, что подтвер-

ждает объективность нашей трактовки. Но пря-

мое использование теории консоли невозможно, 

поскольку в отличие от консоли у вала защем-

лены не один конец, а оба, а развитие теории 

двухстороннего защемления не представляется 

возможным. 

 
Один конец каната жестко прикреплен к со-

суду. При жестком соединении излом каната в 

точке соединения невозможен. На барабан и два 

шкива канат набегает по касательной к окружно-

сти и излом также невозможен, так что производ-

ная от изгиба также равна нулю и поперечные ко-

лебания каната идентичны колебаниям вала и мо-

гут быть описаны общей моделью. В отличие от 

балки, силы реакции P1 и P2 на рис. 2 знакопере-

менные и вызывают дополнительную динамиче-

скую нагрузку ШПУ. 

Целью данной статьи является построение 

теории поперечных колебаний вала и каната 

за счет увеличения числа граничных условий, 

снижения динамических нагрузок ШПУ, по-

требления электроэнергии и износа от фрет-

тинга [14. 15]. 

В источниках [10, 11, 12, 13] теория изгиба 

построена с использованием моментов M, изги-

бающих балку за ее концы, что иллюстрируется 

рис. 4 из источников. Используя дифференциаль-

ное уравнение упругой линии гибкого стержня 

для небольших изгибов, получают соотношение, 

не вызывающее сомнения 

 
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2 =
𝑀(𝑥)

𝐸𝐽
, (1) 

где 𝐸 – модуль Юнга, 𝐽 – момент инерции 

вала. Но метод не решает проблемы равенства 

нулю производной изгиба и тем самым излома в 

точках защемления. Восполним этот пробел. Для 

этого сформируем метод преобразования сосре-

доточенной силы P в моменты относительно сил 

реакции опор 𝑃1 и 𝑃1 на сосредоточенную силу P. 

 
 

Изгибающие моменты на рис. 4 заменим сосре-

доточенной силой 𝑃, которую расположим в точке x 

= a на рис. 1, при этом рис. 4 преобразуется в рис. 5. 

Согласно закону Архимеда [16] сила P создает об-

ратно пропорциональные к длинам плеч моменты. 

Так по отношению к опоре 𝑃1 имеем 
𝑃1

𝑃
=

𝐿𝑏−𝑎

𝐿𝑏
, 

из которого получаем  

Рис. 2. Схема нагруженной круглой балки 

Fig. 2. Scheme of the loaded round beam 

0 x 
P 

P1 P2 
L

b 𝛼 h(x) 

 a Lb - a 

Рис. 3. Схема изогнутого вала и каната 

Fig. 3. Scheme of curved shaft and rope 

P2 P1 

P  h(x) 
0 x 

Lb 

Рис. 4. К теории изгиба балки, свободно  

опертой на концах 

Fig. 4. To the beam flexural theory resting freely on 

the ends 
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𝑃1 =
𝑃(𝐿

𝑏
− 𝑎)

𝐿𝑏

 

На основании рис. 5 формируем приращение 𝑑𝑀 мо-

мента силы 𝑃1 с плечом 𝑑𝑥 

интегрируя который, получаем функцию, описыва-

ющую изгиб на интервале 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,  

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 (2) 

причем в отличие от классического метода функ-

ция (2) содержит дополнительную постоянную 

интегрирования 𝐶1 уже на этапе формирования 

функции момента. Источники [10, 11, 12] такой 

возможности не предоставляют. 

 

 
Для формирования момента силы на интервале 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 воспользуемся принципом зеркальной 

симметрии, предложенным автором. Изложение 

теории с графической интерпретацией выполним на 

примере струны, закрепленной на двух опорах A и 

B. Математическое описание заимствовано из ис-

точника [6] 

 ℎ(𝑥) = {
ℎ𝑜𝑡 ∗

𝑥

𝑎
,   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

ℎ𝑜𝑡 ∗
𝐿𝑏−𝑥

𝐿𝑏−𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 ,

 (3) 

а графическое изображение в координатах 0-x пред-

ставим на рис. 6 отрезками 1 и 3.  

     
Введем вторую абсциссу x* с началом на опоре B 

и направленной встречно основной 0-x. Первое 

уравнение из (3) запишем в системе с абсциссой x,  

 ℎ(𝑥) = ℎ𝑜𝑡 ∗
𝑥∗

𝑎∗. (4)  

Согласно [17] преобразование из переменной x* в 

переменную x имеет вид 

 𝑥∗ =   𝐿𝑏 − 𝑥,  𝑎∗ =   𝐿𝑏 − 𝑎. (5) 

Подставляя выражения для 𝑥∗ и 𝑎∗в (4), получаем 

ℎ(𝑥) = ℎ𝑜𝑡 ∗
𝐿𝑏−𝑥

𝐿𝑏−𝑎
, 

функцию, совпадающую с функцией (3) на втором 

интервале 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏. 

Таким образом, имея функцию на интервале 0 ≤
𝑥 ≤ 𝑎,  достаточно ее записать в координатах x* и 

преобразовать в координаты x. В результате полу-

чим (3). Построив график функции (4) на рис. 5, по-

лучили график 2, зеркально симметричный графику 

1. Это дало основание назвать метод зеркальной 

симметрией.  

Используя зеркальную симметрию, функцию (2) 

перепишем в системе координат 𝑥∗, а, применив к 

(2) преобразование (5), получим 

 𝑀(𝑥) = 𝑃 (𝑎∗ −
𝑎∗

𝐿𝑏
𝑥∗ + 𝐶2),  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏, (6) 

где 𝐶2 = 𝐿𝑏 − 𝐶1. 

Объединяя (2) и (5), запишем 

 𝑀(𝑥) = {
𝑃 (

𝐿𝑏−𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝐶1) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

𝑃 (−
𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝑎 + 𝐶2) , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏.

 (7) 

Функция (7) описывает статический режим и не 

учитывает действие момента инерции движущихся 

масс и вызванного ими динамического момента 

𝑀(𝑡), зависящего от переменной t. Учет только из-

гибающего и динамического моментов приводит к 

незатухающим колебаниям. Затухание обеспечивает 

лобовое сопротивление воздуха Mc(t) и внутреннее 

вязкое трение 𝑀𝑡(𝑡) об. Подставляя перечисленные 

моменты в (1), получаем   

 𝐸𝐽
𝑑2ℎ(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2 = 𝑀(𝑥) + 𝑀(𝑡) − 𝑀𝑐(𝑡) − 𝑀𝑡(𝑡), (8) 

 Функции динамических моментов определим из 

второго закона Ньютона 

𝑚
𝑑2ℎ(𝑡)

𝑑𝑡2 = 𝑃(𝑡), 

где 𝑚 – масса вала и другие жестко присоединенные 

массы. Чтобы силы преобразовать в моменты, левую 

и правую части равенства умножим на Lb, 

 𝑀(𝑡) = 𝑚𝐿𝑏
𝑑2ℎ(𝑡)

𝑑𝑡2 . (9) 

На поперечные колебания вала и каната оказы-

вают тормозящее действие сила 𝑓𝑐 лобового сопро-

тивления воздуха и сила 𝑓𝑡 внутреннего вязкого тре-

ния, которые описываются соотношениями, функ-

циональные зависимости которых известны из фи-

зики  

𝑓𝑐 = с𝑐𝑆
𝜌𝑣2

2
, 𝑓𝑡 = с𝑡𝐷𝑣, 

где с𝑐 , с𝑡 – коэффициенты лобового сопротивления 

и внутреннего вязкого трения, S – площадь сечения, 

перпендикулярного продольной оси,  – плотность 

материала, D, v – диаметр и скорость движения в 

направлении, перпендикулярном оси,  – динамиче-

ская вязкость воздуха. В последние соотношения 

входит скорость движущегося тела, все точки кото-

рого перемещаются с одной и той же скоростью.   

При переменной скорости задача решается пере-

ходом к малым изменениям скорости, выразив ско-

рость через бесконечное малое приращение переме-

щение dh к бесконечно малому периоду времени dt, 

скорость v заменим на производную от перемеще-

ния 𝑑ℎ/𝑑𝑡, поскольку h выходная величина,  число 

переменных в уравнении, как и его порядок, не из-

меняются.  Подставляя 𝑣 = 𝑑ℎ/𝑑𝑡, получим 

𝑓𝑐 =
с𝑐𝑆𝜌

2

𝑑2ℎ(𝑡)

𝑑𝑡2 , 𝑓𝑡 = с𝑡𝐷
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
. 

Cилы сопротивления движению 𝑓𝑐 и 𝑓𝑡  от пере-

менной x не зависят, поэтому действительны на 

обоих интервалах 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 и a ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏.  Кроме 

того, функции 𝑓𝑐 и 𝑓𝑡 имеют размерность силы, а не 

момента. Чтобы привести функции силы к размер-

ности момента, коэффициенты с𝑐 и с𝑡  представим в 

виде сс = 𝐶𝑐𝐿𝑏 и с𝑡 = 𝐶𝑡𝐿𝑏, функции сил примут вид 

x 
Lb-

a 

Рис. 5. Изгиб каната и вала от 

воздействия сосредоточенной 

силы P 

Fig. 5. Rope and shaft bend from 

concentrated force P 

 P 

d

x 

Lb P1 P2 
a 

0 

0 
x*

Место для уравнения.

Lb 

x 

h 

  

B 1 2 hot 
0*

Место для уравнения. a a
* 

3 

 

Рис. 6. Графические иллюстрации к принципу 

зеркальной симметрии 

Fig. 6. Graphical illustrations to the principle of 

mirror symmetry 

A 
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𝑀𝑐(𝑡) =
1

2
𝐶𝑐𝐿𝑏𝑆𝜌 (

𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
)

2

, 𝐶𝑐𝐿𝑏 = сс, (10,a) 

 𝑀𝑡(𝑡)=𝐶𝑡𝐿𝑏𝐷
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
, 𝐶𝑡𝐿𝑏=с𝑡, 𝐵 = 𝐶𝑡𝐿𝑏𝐷.(10,b) 

Равенства не нарушились, но приняли размерность 

моментов. При малых скоростях течение воздуха ла-

минарное (плавное), а при больших – турбулентное 

(с завихрениями). Точка разделения режимов обте-

кания воздухом зависит от числа Рейнольдса Re и 

определяется из следующего соотношения 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑣𝐷


, 

где , v,   – плотность, скорость и вязкость воздуха, 

D – диаметр вала. Из источника [18] для воздуха   

= 1.205, v = 10000,  =18.1, а диаметр вала D=0.4 и 

каната Dk≪ 𝐷, откуда  

𝑅𝑒 =
𝜌𝑣𝐷


=

1.205∙1000∙0.4

18.1
≪ 1000, 

которому соответствует ламинарное обтекание воз-

духом вала, а тем более каната, поэтому лобовым со-

противлением можно пренебречь, принимая А=0. 

Подставив в (8) полученные моменты и все сла-

гаемые разделив на P, получим дифференциальное 

уравнение, описывающее затухающие колебания   
𝜕2ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
=

𝑚𝐿𝑏

𝐸𝐽

𝜕2ℎ(𝑡)

𝜕𝑡2
+

𝐵

𝐸𝐽

𝜕ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
+

 + {

𝑃

𝐸𝐽
(

𝐿𝑏−𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝐶1) ,       0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

𝑃

𝐸𝐽
(−

𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝑎 + 𝐶2) , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏.

  

Таким образом, на основе теории зеркальной 

симметрии с введением промежуточной второй 

координаты создана новая более универсальная 

математическая модель поперечных колебаний 

вала и каната. Модель описывает вынужденные 

и свободные колебания, а учет внутреннего вяз-

кого трения обеспечивает учет физически неиз-

бежного затухания колебаний.   

В источниках [10, 11, 12, 13] статический изгиб и 

колебания описаны разными математическими мо-

делями. Разработанная математическая модель (11) 

универсальная. Так, в состоянии покоя имеем  
𝜕2ℎ(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡2
=

𝜕ℎ(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡
= 0  

При этом дифференциальное уравнение второго по-

рядка в частных производных (11) преобразуется в 

обыкновенное дифференциальное уравнение,   

𝑑2ℎ(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2
= {

𝑃

𝐸𝐽
(

𝐿𝑏−𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝐶1) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

𝑃

𝐸𝐽
(−

𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝑎 + 𝐶2) , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏.

  

которое после двухкратного интегрирования преоб-

разуется в функцию, которая описывает установив-

шееся состояние статического поперечного изгиба:  
𝐸𝐽

𝑃

𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
=

{

𝐿𝑏−𝑎

2𝐿𝑏
𝑥2 + 𝐶1𝑥 + 𝐶3, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

−
𝑎

2𝐿𝑏
𝑥2 + (𝑎 + 𝐶2)𝑥 + 𝐶4, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏,

  

𝐸𝐽

𝑃
ℎ(𝑥) =

{

𝐿𝑏−𝑎

6𝐿𝑏
𝑥3 + 𝐶1

𝑥2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶5,             0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

−
𝑎

6𝐿𝑏
𝑥3 + (𝑎 + 𝐶2)

𝑥2

2
+ 𝐶4𝑥 + 𝐶6, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏.

  

Постоянные интегрирования определяем исходя 

из выполнения: 

1. Граничных условий 
𝑑ℎ(0)

𝑑𝑥
= ℎ(0) =

𝑑ℎ(𝐿𝑏)

𝑑𝑥
=

ℎ(𝐿𝑏) = 0.  

2. Условия гладкости кривой ℎ(𝑥) в точке x = 

a сочленения интервалов  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 и 𝑎 ≤
𝑥 ≤ 𝐿𝑏.  

В результате получаем функцию статического из-

гиба  
ℎ(𝑥) = 

= {

𝐿𝑏−𝑎

6𝐿𝑏
𝑥3 −

𝐿𝑏
2 −𝑎2

12𝐿𝑏
𝑥2,                                         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

−
𝑎

6𝐿𝑏
𝑥3 +

𝑎(4𝐿𝑏+𝑎)

12𝐿𝑏
𝑥2 −

𝑎(𝐿𝑏+𝑎)

6 
𝑥 +

𝐿𝑏𝑎2

12
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 ,

 (12) 

а поскольку она служит началом колебаний, то она 

выполняет функции и начальных условий.   

На рис. 7 приведен график функции (12) статиче-

ского изгиба (начальных условий)  

 

 
Кривой на рис. 7 соответствует кривая на рис. 8, 

полученная экспериментально.  

 
Для построения математической модели сво-

бодных колебаний так же воспользуемся уравне-

нием (11), приравняв нулю входное воздействие 

𝑃 

 
𝜕2ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2 =
𝑚𝐿𝑏

𝐸𝐽

𝜕2ℎ(𝑡)

𝜕𝑡2 +
𝐵

𝐸𝐽

𝜕ℎ(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
. (13) 

Достаточно универсальным и простым мето-

дом решения дифференциальных уравнений с 

частными производными является метод разде-

ления переменных (метод Фурье). Но его приме-

нение сопряжено с применением разложения 

функций начальных условий в ряд Фурье по си-

нусам [5] на интервале [0, Lb] При этом настора-

живает заявление автора работы [19], который в 

главе 9 «Ряды Фурье» приводит пример разложе-

ния простейшей функции f(x)=x как по синусам, 

так и по косинусам, а в главе 10 уточняет, что 

разложение по синусам возможно только для 

функций, которые разлагаются по синусам на ин-

тервале [0, Lb]. 

Выполнив разложение по синусам функцию 

статического изгиба (12), получили кривую, 

изображенную на рис. 9. Из рис. 9 видно, что 

кривая принципиально отличается от кривой 

Рис. 7. Изгиб вала от силы P действующей  

в точке 𝑎 = 𝐿𝑏/2 

Fig. 7. The bending of the shaft from the force 

 P acting at the point 𝑎 = 𝐿𝑏/2 

Рис. 8. Экспериментальная кривая изгиба вала 

от силы P, действующей в точке 𝑎 = 𝐿𝑏/2 

Fig. 8. Experimental curve of the shaft bend from  

the force P acting at the point of 𝑎 = 𝐿𝑏/2 
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статического изгиба на рисунках 7 и 8. Функция 

статического изгиба по синусам не разложима, 

поскольку помимо нечетных содержит четные 

функции. Мнение автора работы [19] верное.  

Для решения нашей задачи классический 

метод непосредственно не применим, по-

скольку не равным нулю является постоян-

ный коэффициент разложения в ряд Фурье. 

 
Чтобы решить проблему и использовать ме-

тод разделения переменных решения уравнения 

(13), будем искать также в виде произведения 

двух функций, но с добавлением постоянной 

составляющей 
𝑓01

2
 = const   

 ℎ(𝑥, 𝑡) =  
𝑓01

2
+ 𝑋 (𝑥)𝑇 (𝑡). (14) 

Поскольку в уравнение (13) входят только 

производные от функции ℎ(𝑥, 𝑡), а производные 

от постоянного числа равны нулю, слагаемое  
𝑓01

2
 

в (14) на справедливость решения не влияет, в то 

же время развиваемый подход расширяет метод 

на применение начальных условий, разложение в 

ряд которых содержит постоянный член 𝑓01/2.                              

Дважды дифференцируем (14) и подставляем 

полученные производные в (13)  

�̈�(𝑥)𝑇(𝑡) =
𝑚𝐿𝑏

𝐸𝐽
�̈�(𝑡)𝑋(𝑥) +

𝐵

𝐸𝐽
�̈�(𝑡)𝑋(𝑥), 

Левые и правые части уравнений разделим на 

T(t)X(x), согласно [15] 

 
�̈�(𝑥)

𝑋(𝑥)
=

𝑚𝐿𝑏�̈�(𝑡)+𝐵�̇�(𝑡) 

𝐸𝐽𝑇(𝑡)
= − = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

 (15) 

Из равенства (16) получаем: 

 �̈�(𝑥) + 𝑋(𝑥) = 0, (16,a) 

 �̈�(𝑡) +
𝐵

𝑚𝐿𝑏
�̇�(𝑡) +

.𝐸𝐽

𝑚𝐿𝑏
𝑇(𝑡) = 0, (16,b) 

Дифференциальному уравнению (16,а) соот-

ветствует характеристическое уравнение 𝑝2 +

 = 0 c двумя корнями 𝑝 = √− , которым соот-

ветствует решение  

𝑋(𝑥) = 𝐹1𝑘 𝑠𝑖𝑛(√ 𝑥) + 𝐹2 𝑐𝑜𝑠(√ 𝑥) (17, a) 

Дифференциальное уравнение (16, b) в от-

личие от классического содержит дополни-

тельные элементы, учитывающие затухание 

колебаний, и только новый вид уравнения по-

служил основанием привести детальное обос-

нование справедливости предлагаемого рас-

ширения уравнения. Новому виду дифференци-

ального уравнения (16,b) соответствует характе-

ристический полином  

𝑝2 +
𝐵

𝑚𝐿𝑏
𝑝 + 

𝐸𝐽

𝑚𝐿𝑏
= 0, откуда 

𝑝 = −
𝐵

2𝑚𝐿𝑏
√

𝐵2

4(𝑚𝐿𝑏)2 −
𝐸𝐽

𝑚𝐿𝑏
 =𝛼 ± 𝑖𝛽, 

где  𝛼 = −
𝐵

2𝑚𝐿𝑏
, 𝛽 = ±√ 𝛼2 −

𝐸𝐽

𝑚𝐿𝑏
,  (17,b) 

Все константы, входящие в выражение (17,b), 

положительные, потому первое слагаемое 𝛼 все-

гда отрицательное, а поскольку модуль Юнга для 

стали E = 210109 – очень большое число, то 

имеет место 𝛼2 <
𝐸𝐽

𝑚𝐿𝑏
, корни комплексные,  реше-

ние имеет вид  

𝑇(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡(𝐹3𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝐹4𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡). 

Подставляя функции 𝑇(𝑡) и X(x) из (17,a) в 

(14), получим  

 ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑓01

2
+ [𝐹1 𝑐𝑜𝑠(√ 𝑥) +

       +𝐹2𝑠𝑖𝑛(√ 𝑥)]𝑒𝛼𝑡[𝐹3𝑐𝑜𝑠 (𝛽𝑡) + 𝐹4𝑠𝑖𝑛 (𝛽𝑡)] 

Полученная функция ℎ(𝑥, 𝑡) удовлетворяет 

уравнению (13) при любом значении  и поэтому 

уравнение имеем бесконечное множество реше-

ний, сумма которых в силу линейности уравне-

ния также является его решением 

Дифференциальное уравнение (16, b) в отли-

чие от классического содержит дополнительные 

элементы, учитывающие затухание колебаний, и 

только новый вид уравнения послужил основа-

нием привести детальное обоснование справед-

ливости предлагаемого расширения уравнения. 

Новому виду дифференциального уравнения (16,b) 

соответствует характеристический полином  

, откуда 

 = , 

где  , ,  (17,b) 

Все константы, входящие в выражение (17,b), по-

ложительные, потому первое слагаемое  всегда от-

рицательное, а поскольку модуль Юнга для стали E 

= 210109 – очень большое число, то имеет место 

, корни комплексные,  решение имеет вид  

. 

Подставляя функции X(x) из (17,a) в (14), 

получим  

 

 
Полученная функция  удовлетворяет урав-

нению (13) при любом значении  и поэтому урав-

нение имеем бесконечное множество решений, 

сумма которых в силу линейности уравнения также 

является его решением 

. (18) 

Под действием силы P вал (канат) находиться в 

состоянии покоя, при удалении силы P в момент 

времени t = 0 скорость перемещения . Диф-

ференцируя (18) по переменной t и принимая t = 0, 

начальную скорость  , получим соотноше-

ние 

 , 

Рис. 9. Кривая функции ℎ(𝑥) = 𝑓2𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑘𝑥/𝐿𝑏) 

Fig. 9. Curve of the function  ℎ(𝑥, 0) =
𝑓2𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑘𝑥/𝐿𝑏) 
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которое при любом значении x выполняется только 

при  и (18) принимает вид 

, (19) 

где  

Из бесконечного числа решений (19) выделим те, 

которые удовлетворяют начальным условиям (12). 

Подставляя t = 0, получаем ряд Фурье, соответству-

ющий функции статического изгиба (12)) 

, (20)  

а подстановка  в (20), (19) и (17,b) с учетом 

 из (2.15) дает  

, (21) 

где , , k=1, 2, 3, , .    

. (22) 

Составим функции коэффициентов ряда (22)  

  

  

   

      

 

  

  
В результате вычисления получаем 

. 

  

.   

Подтверждением теоретических выводов явля-

ется рис. 10, на котором приведен результат постро-

ения функции статического изгиба, ее отображаю-

щего ряда ((22) и  кривой колебательной функции 

(21) при t = 0. Полученные при модельных 

исследованиях кривые графиков слились в одну ли-

нию. 

 

 
На рис. 11 проведены кривые функций изгиба, 

для разных точек а приложения силы P, причем 

светлые рисунки получены моделированием, а тем-

ные – экспериментально. Рисунок показывает хоро-

шее совпадение теоретических и эксперименталь-

ных графиков.  

При поперечных колебаниях все точки вала и ка-

ната колеблются одновременно, непрерывно и син-

хронно как единое целое в направлении, перпенди-

кулярном к оси вала (каната) в состоянии покоя. 

Продольные колебания точек вдоль оси x отсут-

ствуют.  

 

       

При цифровом моделировании непрерывный 

процесс поперечных колебаний выполнить невоз-

можно, поэтому используется дискретизация, а од-

новременность процесса поперечных колебаний то-

чек имитируем тем, что при постоянном t последо-

вательно просчитываем все точки кривой от x = 0 до 

x =  и только после этого время t увеличиваем на 

шаг дискретизации . Этот процесс назовем прохо-

дом. 

При первом проходе граничные условия выпол-

няются. Проверим второй и последующие проходы, 

которые также начинаются с x = 0, но теперь t > 0 и 

граничные условия  не равны нулям и переме-

щаются вдоль вертикальной линии. Перемещение 

иллюстрирует рис. 12, на котором показаны три по-

ложения колеблющейся кривой. Кривая 1 соответ-

ствует исходному изгибу (рис. 10), прямая линия –

среднему значению, последняя – изгиб в противопо-

ложном по отношению к 1 кривой.    

Рис. 10. Совпавшие графики функций 

(12), (21) и (22) 

Fig. 10. Matching graphs of functions 

(12), (21) and (22) 

 

Рис. 11. Изгиб вала от силы P, действующей в 

точке a 

Fig. 11. The bend of the shaft from the force P act-

ing at point a 
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Lb 
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Закон изменения граничных условий получим, 

подставив x = 0 в (21) 

. 

Функция  на каждом проходе постоянная по 

величине, поскольку зависит только от t, а t меняется 

только при переходе с текущего прохода на следую-

щий. Если к каждой точке кривой прибавить одну и 

ту же постоянную величину, то форма кривой не из-

менится, она без изменения переместится по верти-

кали. Вычитая  – постоянную на каждом про-

ходе величину, обеспечим нулевые граничные усло-

вия при любом значении переменной t. При этом 

функция (21) примет следующий вид 

. (23) 

При a = 0 не затухающие колебания иллюстри-

рует рис. 13. Показаны максимальное и минималь-

ное значения амплитуды. Амплитуда колебаний по-

стоянная. 

 
На рис. 14 показаны затухающие колебания. В 

отличие от рис. 13 амплитуда положительной кри-

вой меньше, чем отрицательной. Процессы на ри-

сунках 12, 13 и 14 получены подбором увеличенного 

шага дискретизации, таким образом удалось проде-

монстрировать суть процесса колебаний. 

 
Рис. 15 демонстрирует четыре кадра модельных 

колебаний вала (каната). С целю улучшения визуа-

лизации максимальная амплитуда увеличена в 8 раз. 

Модельные исследования выполнены с помощью 

приложения «Программное средство поддержки 

разработки», созданное автором с целью поддержки 

разработки модели и демонстрации основных ре-

зультатов.  

Модельные исследования подтверждены экспе-

риментальными исследованиями. На рис. 16 приве-

дены четыре кадра из видеозаписи колебаний упру-

гой достаточно толстой проволоки, для которой при 

изгибе невозможны изломы в точках выхода из за-

щемлений. Колебания возбуждены оттягиванием и 

отпусканием проволоки в точке на расстоянии Lb/4 

от защемления левого конца. 

 

 
Предлагаемый метод, как и в классическом вари-

анте, построен применительно к малым колебаниям. 

С целью улучшения визуализации размах колебаний 

вынужденно увеличен в 8 раз и превысил допусти-

мые пределы, поэтому в количественном отношении 

имеют место относительно небольшие расхожде-

ния. 

 
Таким образом, создана теория и математическая 

модель, которая может использоваться при исследо-

вании и проектировании транспортных систем во 

многих производствах, в состав которых входят 

упругие валы и канаты. 
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ROPE AND SHAFT OSCILLATIONS AS A MODEL OF A COMPONENT  

OF A COMPLEX CONTROL OBJECT OF AN ELECTROMECHANICAL  

SYSTEM OF MINE HOIST 

 
Abstract: The analysis of a complex control object of the electromechanical system of mine hoist control 

was carried out. A significant effect on the wear resistance, quality of control and power consumption of the 

system was established with insufficient knowledge of the transverse vibrations of the shaft and rope. The exist-

ence of transverse vibrations is experimentally confirmed on the example of Abakan mine. Known studies of 

transverse oscillations are based on the bend of the beam, but for a beam the tangent on the support is located 

at an angle greater than zero degrees, the tangential ends of the shaft and rope are equal to  zero, due to which 

additional zero boundary conditions are added that cannot be realized on the basis of the beam flexural theory. 

A refined method called mirror symmetry, i.e. conversion of a concentrated load into equivalent bending mo-

ments, has been developed, and on its basis a dynamic model has been created using static bending as initial 

conditions. The theory is based on the Fourier method (separation of variables). The Fourier method does not 

ensure investigation of oscillations of systems with functions of initial conditions that are not broken down in 

the Fourier series by sinuses that do not contain a free term. The paper solves the problem allowing the appli-

cation of functions that can be broken down into Fourier series with a free term. In the Fourier method, the 

possibility of introducing additional constituents providing modeling of fading oscillatory processes has been 

added. The problem of mathematical description by one equation of static bending and dynamic processes is 

solved, which is solved in the beam flexural theory by two independent systems. The model and partially experi-

mental studies of the solved problems have been carried out.  

 

Keywords: Mine hoist, electromechanical system, transverse vibrations, shaft, rope, Fourier method, mirror 

symmetry, model. 
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