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Аннотация.  

В статье приведена оценка методов оптимизации для исследования опти-

мальной геометрии и характеристик специальных электрических приво-

дов. Показаны контрольные примеры решенных задач с помощью некото-

рых методов оптимизации. Для решения поставленных задач оптималь-

ным считается метод геометрического программирования, являющийся 

частным случаем нелинейного программирования. Выполнена оценка двой-

ственной функции для любого выбора оптимизации объекта. Приведено 

решение общей задачи математического программирования. Приведена 

оценка применения оптимального планирования для исследования специ-

альных электрических приводов. Приведено решение по условиям ортого-

нальности, которые должны удовлетворять условию нормализации. Пока-

зано применение позиномов для определения оптимальных значений пара-

метров специальных электрических приводов. Применение метода гео-

метрического программирования для решения задачи минимизации пози-

номов позволяет определить оптимальные значения параметров специаль-

ных электрических приводов. Показано применение геометрических нера-

венств при решении задачи оптимизации специальных электрических при-

водов. Геометрические неравенства для решения задачи оптимизации ис-

пользуются для нахождения оценок снизу для позиномов. Рассмотрены 

задачи применения приближенного определения минимума. Исследование 

этих задач при помощи геометрического программирования показывает, 

какие преимущества дает использование двойственной программы для 

решения задачи оптимизации.  
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Введение 

На современном этапе развития промышленно-

сти возникает потребность в частой смене кон-

струкций производственных механизмов [1-2]. Для 

правильного проектирования таких устройств 

необходимо применение нетрадиционных техниче-

ских решений [3-4]. Проектированию специальных 

электрических приводов предшествуют обширные 

поисковые исследования. Сюда следует отнести 

аналитический обзор литературных источников и 

патентов. Немаловажное значение играет анализ 

существующих математических моделей, а также 

методов решения подобных задач [5-6].  

При создании специальных электрических при-

водов необходимо исследование динамики измене-

ния электромагнитных параметров [7-8] управляе-
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мых специальных электрических приводов [9]. Это 

является довольно трудной задачей. Для решения 

такой задачи необходимо правильно определять 

параметры электромагнитных процессов [10-11], 

таких как электромагнитный поток, напряженность 

электромагнитного поля, магнитную индукцию [12-

13]. Правильное определение этих параметров поз-

волит рассчитать параметры мощности и электро-

магнитного момента [14-15] на валу специальных 

электрических приводов. Полученный результат 

вычислений зависит от типа электрического приво-

да [16-17], точности математических моделей [18-

19], системы управления [20-21], правильности 

проектирования [22-23]. Это позволит создавать 

новые эффективные системы электроприводов [24-

25] с улучшенными характеристиками [26-27]. 

Применение систем автоматизации позволяет ста-

билизировать параметры исследуемых электропри-

водов [28-29]. 

Наиболее важный шаг при проектировании спе-

циальных электрических приводов – это оптимиза-

ция. Определение наиболее подходящего метода 

оптимизации является достаточно сложной задачей 

при проектировании новых устройств. Здесь требу-

ется практический опыт и хорошая математическая 

подготовка. В результате у конструктора может не 

оказаться нужного опыта и математических знаний. 

Для решения этой проблемы необходимо создавать 

новые алгоритмы [30-31] для создания специаль-

ных информационных помощников [32-33]. Был 

разработан программный продукт ОПТИМЭЛЬ, 

позволяющий выбирать наиболее подходящий ме-

тод оптимизации для решаемой задачи исследова-

ния. Программа обеспечивает выполнение следу-

ющих функций: выбор метода оптимизации по-

средством системы вопросов и ответов, реализо-

ванной через указатели; предоставление перечня 

литературы по введенному запросу. Для подтвер-

ждения правильности выбора рассмотрим систему 

решенных задач применительно к специальным 

электрическим приводам различными оптимизаци-

онными методами. 

Рассмотрим оценку двойственной функции для 

любого выбора оптимизации объекта. Приведено 

решение общей задачи математического програм-

мирования. Использование специфических особен-

ностей создает возможности более эффективного 

исследования задачи оптимизации специальных 

электрических приводов. Ранее была решена задача 

минимизации при помощи неравенства, соответ-

ствующим образом приспособленного к рассматри-

ваемой задаче. Чтобы показать, как построить со-

ответствующее неравенство, мы начнем с общего 

геометрического неравенства 

𝛿1𝑈1 + 𝛿2𝑈2 +⋯+ 𝛿𝑛𝑈𝑛 ≥ 𝑈1
𝛿1𝑈2

𝛿2 …𝑈𝑛
𝛿𝑛 

  ,       (1) 

 

где U1, U2, ..., Un – произвольные неотрица-

тельные числа; 

 δ1, δ2, ..., δn – произвольные положительные 

веса, удовлетворяющие условиям нормализации. 

𝛿1 + 𝛿2 +⋯+ 𝛿𝑛 = 1,                      (2) 

Доказательство этого неравенства будет дано 

позже. Нам удобно произвести замену переменных, 

полагая u1 = δ1 U1, u2 = δ2 U2 и т. д. Тогда неравен-

ство (1) принимает вид 

𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 ≥ (
𝑢1

𝛿1
)
𝛿1
(
𝑢2

𝛿2
)
𝛿2
⋯(

𝑢𝑛

𝛿𝑛
)
𝛿𝑛

,      (3) 

Это соотношение мы также будем считать гео-

метрическим неравенством. Его левая часть являет-

ся прямой функцией g. Правая часть будет назы-

ваться преддвойственной функцией и обозначаться 

буквой V. Неравенство (3) можно переписать так: 

𝑔 ≥ 𝑉,                            (4) 

где g – прямая функция; 

 V – преддвойственная функция. 

Преддвойственная функция V является функци-

ей-произведением членов ui, возведенных в сте-

пень. Таким образом, если исходная функция – по-

зином, то мы можем подставить члены ui, в правую 

часть (3) и получить преддвойственную функцию 

𝑉(�̄�, �̄�) = (
𝑐1

𝛿1
)
𝛿1
(
𝑐2

𝛿2
)
𝛿2
⋯(

𝑐𝑛

𝛿𝑛
)
𝛿𝑛
𝑡1
𝐷1𝑡2

𝐷2 ⋯𝑡𝑚
𝐷𝑚,   (5) 

где Dj – линейные комбинации; 

 t1, t2, ,.., tm – параметры технического про-

екта. 

 

Показатели Dj являются линейными комбинаци-

ями показателей aij. 

𝐷𝑗 = ∑ 𝛿𝑖𝑎𝑖𝑗 ,  𝑗 = 1,  2, … ,  𝑚𝑛
𝑖=1 ,  (6) 

Допустим, что можно выбрать веса δi; так, что-

бы все показатели Dj обратились в нуль. Тогда 

преддвойственная функция V(δ, t) не зависит от 

переменных tj и мы назовем ее двойственной функ-

цией 

𝑣(�̄�) = (
𝑐1

𝛿1
)
𝛿1
(
𝑐2

𝛿2
)
𝛿2
⋯(

𝑐𝑛

𝛿𝑛
)
𝛿𝑛

,           (7) 

 

Из неравенства (8) следует, что g имеет положи-

тельную точную нижнюю грань М. Итак, мы мо-

жем записать, что 

𝑔(�̄�) ≥ 𝑀 ≥ 𝑣(�̄�),        (8) 

Из (8) видно, что М является оценкой сверху 

двойственной функции для любого выбора весов, 

при котором показатели Dj, обращаются в нуль. В 

действительности М – точная верхняя грань v. Это 

свойство двойственной функции было рассмотрено 

применительно к конкретной оптимизационной 

задаче. 

Рассмотрим оценку применения оптимального 

планирования для исследования специальных элек-

трических приводов. Приведено решение по усло-

виям условиями ортогональности, которые должны 

удовлетворять условию нормализации. Такой под-

ход позволяет более эффективно исследовать зада-

чи оптимизации специальных электрических при-

водов. Рассмотрим одну их таких задач – задачу 

оптимального планирования. Излагаемая ниже за-

дача является примером задачи оптимального пла-

нирования, которая приводит к минимизации пози-

нома. 

Пусть требуется произвести 400 условных еди-

ниц массы магнитного материала. Допустим, что 

магнитного материала грузится в открытый ящик 

длиной t1, шириной t2 и высотой t3. Боковые сторо-
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ны и дно ящика изготовлены из материала, услов-

ная единица массы которого стоит 10 условных 

единиц, а передняя и задняя стенки из материала, 

условная единица массы которого стоит 20 услов-

ных единиц. После использования ящик не будет 

иметь остаточной стоимости, а каждая перевозка 

ящика туда и обратно стоит 0.1 условных единиц. 

Чему равна минимальная суммарная стоимость 

транспортировки 400 условных единиц массы маг-

нитного материала? 

Легко видеть, что суммарная стоимость g в 

условных единицах составляет 

𝑔 =
40

𝑡1𝑡2𝑡3
+ 40𝑡2𝑡3 + 20𝑡1𝑡3 + 10𝑡1𝑡2,         (9) 

Двойственная функция имеет вид 

𝑣 = (
40

𝛿1
)
𝛿1
(
40

𝛿2
)
𝛿2
(
20

𝛿3
)
𝛿3
(
10

𝛿4
)
𝛿4

,        (10) 

 

где веса удовлетворяют уравнениям 
𝐷1 = −𝛿1 + 𝛿3 + 𝛿4 = 0,
𝐷2 = −𝛿1 + 𝛿2 + 𝛿4 = 0,
𝐷3 = −𝛿1 + 𝛿2 + 𝛿3 = 0.

,              (11) 

 

Уравнения (11) называются условиями ортого-

нальности. Веса также должны удовлетворять 

условию нормализации, которое в данном случае 

имеет вид 

𝛿1 + 𝛿2 + 𝛿3 + 𝛿4 = 0                 (12) 

 

Ясно, что четыре линейных уравнения, состав-

ляющие условия ортогональности и нормализации, 

имеют единственное решение 

𝛿1
′ =

2

5
,  𝛿2

′ =
1

5
,  𝛿3

′ =
1

5
,  𝛿4

′ =
1

5
.           (13) 

Подстановка этих значений в формулу (10) дает 

𝑣 (𝛿 ′̄() (
40

2 5⁄
)
2
5⁄
(
40

1 5⁄
)
1
5⁄
(
20

1 5⁄
)
1
5⁄
(
10

1 5⁄
)
1
5⁄
)    (14) 

 

Таким образом, минимальная суммарная стои-

мость равна 100 условных единиц. 

Рассмотрим применение позиномов для опреде-

ления оптимальных значений параметров специ-

альных электрических приводов. Применение ме-

тода геометрического программирования для ре-

шения задачи минимизации позиномов позволяет 

определить оптимальные значения параметров спе-

циальных электрических приводов. Рассмотрим 

одну их таких задач – задачу оптимального плани-

рования. Излагаемая ниже задача является приме-

ром задачи оптимального планирования, которая 

приводит к минимизации позинома. 

В техническом проекте общие затраты g пред-

ставляют собой сумму затрат на компоненты ui; 

так, 

𝑔 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛.               (15) 

 

Часто затраты на компоненты могут быть выра-

жены через степенную функцию 

𝑢𝑖 = 𝑐𝑖𝑡1
𝑎𝑖1𝑡2

𝑎𝑖2 ⋯𝑡𝑚
𝑎𝑖𝑚 .                    (16) 

где сi – положительная постоянная; 

 aij – произвольные вещественные числа. 

 

Параметры проекта t1, t2, ,.., tm считаются поло-

жительными переменными. При этих ограничениях 

функция g будет называться позиномом. Во многих 

случаях законы природы прямо приводят к таким 

функциям. В других случаях эта функциональная 

зависимость дает хорошее соответствие с опытом в 

широком диапазоне параметров tj. 

Метод геометрического программирования осо-

бенно удобен для решения задачи минимизации 

позиномов. Характерной особенностью геометри-

ческого программирования является то, что в нем 

основную роль играют члены ui, входящие в пози-

номы g. Обычно в задачах такого типа внимание 

концентрируется в первую очередь на определении 

независимых переменных tj. В настоящем методе, 

напротив, все усилия направлены на определение 

минимальных затрат и относительного вклада раз-

личных членов в эти минимальные затраты. Только 

после этого ставится вопрос об определении опти-

мальных значений параметров tj. 

Рассмотрим оптимизацию специальных элек-

трических приводов на основе геометрического 

среднего. Решение задачи позволяет получить со-

ответствующее взвешенное геометрическое сред-

нее. Такой подход позволяет решать задачи опти-

мизации специальных электрических приводов. 

Один из подходов для реализации задачи опти-

мального проектирования специальных электриче-

ских приводов – использование геометрического 

среднего. Для исследования задачи минимизации 

позинома используется неравенство, согласно ко-

торому арифметическое среднее не превосходит 

геометрического среднего. Для краткости мы назо-

вем его геометрическим неравенством. Простей-

шим геометрическим неравенством является такое 

неравенство: 
1

2
𝑈1 +

1

2
𝑈2 ≥ 𝑈1

1
2⁄ 𝑈2

1
2⁄ ,                    (17) 

где U1 и U2 – неотрицательные числа. 

 

Чтобы доказать это, заметим, что 

(𝑈1 − 𝑈2)
2 ≥ 0                       (18) 

 

или 

𝑈1
2 − 2𝑈1𝑈2 + 𝑈2

2 ≥ 0,       (19) 

 

откуда 

𝑈1
2 + 2𝑈1𝑈2 + 𝑈2

2 ≥ 4𝑈1𝑈2.              (20) 

 

Извлечение квадратного корня из последнего 

неравенства дает неравенство (17). Геометрическое 

неравенство становится равенством тогда и только 

тогда, когда U1=U2. В качестве первого обобщения 

неравенства (17) рассмотрим арифметическое 

среднее четырех неотрицательных чисел U1, U2, U3 

и U4. Тогда из (17) следует, что 

1

4
𝑈1 +

1

4
𝑈2 +

1

4
𝑈3 +

1

4
𝑈4 ≥ (

𝑈1+𝑈2

2
)
1
2⁄

(
𝑈3+𝑈4

2
)
1
2⁄

. 

(21) 

 

Применяя (17) еще два раза, получаем 
1

4
𝑈1 +

1

4
𝑈2 +

1

4
𝑈3 +

1

4
𝑈4 ≥ 𝑈1

1
4⁄ 𝑈2

1
4⁄ 𝑈3

1
4⁄ 𝑈4

1
4⁄    (22) 
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Это другой пример геометрического неравен-

ства. Ясно, что неравенство является строгим нера-

венством, если U1 ≠ U2. Из соображений симметрии 

следует, что является равенством тогда и только 

тогда, когда U1 = U2 = U3 = U4. 

Приравнивая некоторые числа Ui, можно полу-

чить взвешенное среднее. Так, предположим, что 

U2 = U3 = U4. Тогда неравенство можно переписать 

в виде 
1

4
𝑈1 +

3

4
𝑈2 ≥ 𝑈1

1
4⁄ 𝑈2

3
4⁄                (23) 

Левая часть этого неравенства представляет со-

бой взвешенное арифметическое среднее чисел U1 

и U2 с весами 1/4 и 3/4. Правая часть дает соответ-

ствующее взвешенное геометрическое среднее. 

Рассмотрим применение геометрических нера-

венств при решении задачи оптимизации специаль-

ных электрических приводов. Геометрические не-

равенства для решения задачи оптимизации ис-

пользуются для нахождения оценок снизу для по-

зиномов. Это свойство позволяет решать оптимиза-

ционные задачи для специальных электрических 

приводов. Рассмотрим задачу оптимизации с при-

менением геометрических неравенств. 

Геометрическое неравенство может быть ис-

пользовано для нахождения оценок снизу для по-

зиномов. Например, рассмотрим функцию g(t)=4t+ 

1/t. Применение неравенства дает 

𝑔(𝑡) ≥ (8𝑡)
1
2⁄ (

2

𝑡
)
1
2⁄

= 4            (24) 

Таким образом, 4 является оценкой g(t) снизу 

при положительных t. Заметим, однако, что 

g(1/2)=4, так что 4 в действительности является 

точной нижней гранью для g(t). 

В качестве второго примера рассмотрим функ-

цию g(t)=2t3 + 6/t. Применение неравенства для 

взвешенных средних дает 

𝑔(𝑡) ≥ (
2𝑡3

1
4⁄
)

1
4⁄

(
6

3𝑡
4⁄
)

3
4⁄

= 8          (25) 

Таким образом, 8 является оценкой g(t) снизу 

для положительных t. Однако g(1) = 8, так что 8 

фактически есть точная нижняя грань g(t). Теперь 

рассмотрим позином с двумя переменными t1 и t2. 

𝑔(�̄�) = 4𝑡1 +
𝑡1

𝑡2
2 +

4𝑡2

𝑡1
        

                (26) 

 

Чтобы найти оценку снизу для g(t), используем 

следующее геометрическое неравенство 
1

4
𝑈1 +

1

4
𝑈2 +

2

4
𝑈3 ≥ 𝑈1

1
4⁄ 𝑈2

1
4⁄ 𝑈3

2
4⁄             (27) 

Тогда 

𝑔(�̄�) ≥ (
4𝑡1
1
4⁄
)

1
4⁄

(
𝑡1

𝑡2
2

4
⁄
)

1
4⁄

(
4𝑡2
2𝑡1

4⁄
)

2
4⁄

= 8    (28) 

 

Таким образом, 8 является оценкой снизу для 

g(t) при положительных t1 и t2. Более того, 8 явля-

ется точной нижней гранью для g(t), так как g(1/2, 

1/2)=8. 

Рассмотрим задачу применения приближенного 

определения минимума. Исследование этих задач 

при помощи геометрического программирования 

показывает, какие преимущества дает использова-

ние двойственной программы для решения задачи 

оптимизации. Это свойство используется для ре-

шения задачи оптимизации специальных электри-

ческих приводов. 

При рассмотрении задачи 1 условия ортого-

нальности и нормализации приводят к четырем 

линейным уравнениям с четырьмя неизвестными и 

единственным решением. Таким образом, мини-

мальная суммарная величина определяется сразу. 

Задача становится более сложной, если число ли-

нейных уравнений меньше, чем число неизвестных. 

Такой случай имеет место в следующем примере. 

Задача 2. Эта задача такая же, как и задача 1, за 

исключением того, что условия требуют, чтобы t3 = 

1. Мы видим, что теперь суммарная величина равна 

𝑔 =
40

𝑡1𝑡2
+ 40𝑡2 + 20𝑡1 + 10𝑡1𝑡2       (29) 

Двойственная функция опять совпадает и усло-

вия ортогональности совпадают с (29), но уравне-

ние для D3 отсутствует. Теперь задача заключается 

в максимизации двойственной функции, подчинен-

ной ограничениям, налагаемым тремя линейными 

уравнениями, которые определяются условиями 

ортогональности и нормализации. 

Приближенное решение задачи 2 можно полу-

чить. Во-первых, заметим, что из того, что веса 

удовлетворяют условиям ортогональности и нор-

мализации задачи 1, следует, что они удовлетворя-

ют также менее ограничительным условиям задачи 

2. С другой стороны, двойственные функции для 

задачи 1 и задачи 2 совпадают. Следовательно, ми-

нимальная искомая величина не может быть мень-

ше определенного значения. 

Чтобы получить верхнюю границу искомой ве-

личины, подставим в прямую функцию g пробные 

значения переменных. Положим t1 = l и t2. = 1. То-

гда следует, что минимальная величина не может 

превосходить другого близкого значения. Теперь 

мы имеем верхнюю и нижнюю оценки минималь-

ной стоимости. Если мы примем М равным средне-

му, то ошибка не может превосходить 5%. 

Исследование этих двух задач при помощи гео-

метрического программирования показывает, какие 

преимущества дает использование двойственной 

программы. Действительно, задача 1 при этом ре-

шается сразу. Задача 2 оказалась более трудной, но 

приближенное решение было получено довольно 

просто.  

На основе проведенного анализа с использова-

нием разработанного программного продукта ОП-

ТИМЭЛЬ был определен метод оптимизации для 

рассматриваемых специальных электрических при-

водов. Этим методом является метод геометриче-

ского программирования, являющийся частным 

случаем нелинейного программирования. Найден-

ное решение позволит проводить исследования 

оптимальной геометрии, параметров [34-35] и ха-

рактеристик [36-37] специальных электрических 

приводов с применением методов оптимизации. 

 

Заключение 

В статье был проведен анализ методов оптими-

зации. Был произведен выбор наиболее подходяще-
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го метода оптимизации для исследования опти-

мальной геометрии и характеристик специальных 

электрических приводов. На основе проведенного 

анализа с использованием разработанного про-

граммного продукта ОПТИМЭЛЬ был выбран ме-

тод геометрического программирования. Метод 

геометрического программирования является част-

ным случаем нелинейного программирования. 

Найденное решение позволит проводить исследо-

вания оптимальной геометрии, параметров и харак-

теристик специальных электрических приводов 

конструкций и различных производственных меха-

низмов. 
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Abstract.  

The article presents an evaluation of optimization methods for studying 

the optimal geometry and characteristics of special electric drives. Test 

examples of solved problems with the help of some optimization methods 

are shown. To solve the tasks set, we consider optimal the method of geo-

metric programming, which is a special case of nonlinear programming. 

The dual function is estimated for any choice of object optimization. The 

solution of the general problem of mathematical programming is given. An 

assessment of the use of optimal planning for the study of special electric 

drives is given. A solution is given under the orthogonality conditions, 

which must satisfy the normalization condition. The use of posinomials for 

determining the optimal values of the parameters of special electric drives 

is shown. The application of the geometric programming method for solv-

ing the problem of minimizing posinomials makes it possible to determine 

the optimal values of the parameters of special electric drives. The applica-

tion of geometric inequalities in solving the problem of optimizing special 

electric drives is shown. Geometric inequalities for solving the optimization 

problem are used to find lower bounds for posinomials. The problems of 

applying the approximate definition of the minimum are considered. The 

study of these problems using geometric programming shows the ad-
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ter optimization, energy con-

version, mathematical model-

ing, electromagnetic field, 

electromagnetic system. 

vantages of using a dual program to solve an optimization problem.  
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