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Аннотация.  

В теории двухфазных жидкостей мало проработаны вопросы, 

связанные с процессами непрерывного присоединения (или 

отсоединение) извне с жидкостью. Такие проблемы распространены 

в гидротехнике и системах управления водными ресурсами. 

Изучение гидродинамических процессов, происходящих в одно- и 

двухфазных жидкостях с непрерывно меняющимся потоком 

представляет собой весьма сложный вопрос, поскольку изменение 

потока (массы) по ходу течения является одним из основных 

факторов, влияющих на движение двухфазной системы. Это 

необходимо учитывать при теоретическом исследовании 

двухфазных жидкостей и при решении практических задач. С этой 

точки зрения актуальными темами являются выводы уравнений 

движения двухфазных жидкостей, построение математических 

моделей, разработка критериев моделирования и методов 

отчетности.   

Целью данной статьи является вывод уравнений энергии 

(кинетических, полных). 

Для отражения процесса перехода энергии из одной формы в другую 

при транспорте среды было получено уравнение баланса полной 

энергии для двухфазной сплошной среды, полученное из закона 

сохранения энергии. 

  

Для цитирования: Исмайлова Ш.Г. Уравнение баланса полной энергии двухфазной среды // Вестник 

Кузбасского государственного технического университета. 2023. № 1 (155). С. 4-12. doi: 

10.26730/1999-4125-2023-1-4-12 

 

При выводе уравнений неразрывности, динамики (импульса, момента) и энергии 

(кинетических, полных) непрерывно изменяющихся двухфазных жидкостей двухфазная 

(гетерогенная, неоднородная) жидкость рассматривается как сплошная среда (макросистема), 

состоящая из нескольких (не менее двух) фаз [13]. Считается, что рассматриваемая макросистема 

состоит из несущей (жидкой) и несомой (твердые частицы, капли) фазы, а ее расход 

предполагается непрерывно изменяющимся в зависимости от времени   (т. отсоединение от него). 

Также считается, что межфазные переходы (фазовые переходы) существуют в макросреде. В 

зависимости от расположения фаз они могут быть непрерывными или дискретными. Для 

сглаживания дискретности (разрывов), которая может возникнуть при этом, считается, что 

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
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расположение, форма и размеры дискретной фазы в пространстве случайны [3,4,7-10,14,15,16]. 

То есть вводится функция ( )tzyxi ,,, , представляющая собой наличие фазы i в момент времени 

t вблизи заданной точки фазы x,y,z или заданной точки пространства x,y,z, принадлежащих 

множеству точек фазы i в момент времени t, предполагается, что существует возможность. С 

другой стороны, эта вероятность рассматривается как объемная концентрация фазы i данной 

точки пространства (то есть отношение размера множества точек, принадлежащих фазе i, вблизи 

наблюдаемой точки в момент времени t к размеру всех точек в окрестности) [3, 6]. 

Для вывода уравнений движения с учетом непрерывного изменения ее расхода в потока в 

двухфазном течении выберем объем V(t), окруженный поверхностью S(t), из макросреды и 

предположим, что он изменяется непрерывно во времени в результате присоединения (или 

отсоединение) концентрированной массы расхода среды. С учетом этого для формулировки 

уравнений баланса массы, импульса и энергии в течении двухфазного течения несущей и 

несомых фаз используются следующие специальные характеристики [1,2,5,11,12,13,14,16]. 

Предположим, что макросреда имеет объем V с массой m и имеет объемы 


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Концентрация фазы i (  −== 1fi для несущей фазы,  == si   для невесомой фазы, 

φ – объемная концентрация твердых частиц) 

iii Vm=                                                         (2) 

плотность фазы i  ( fi  =   для несущей фазы, si  =  для невесомой фазы) 

Vm=                                                      (3) 

плотность среды ( ( )  sfssff +−=+= 1 ) 

Очевидно, что, 
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Определим основные параметры среды [5]: 

1) скорость всей двухфазной среды 

 ii

n

i

i cc 


=

=
1

1
  ,                                                       (5) 

где ic  -вектор скорости фазы i (скорость несущей фазы будет fi cс = , а для несомой фазы 

si cс = ) 

2) вектор массовых сил 

 ii

n

i

i FF 
=

=
1

 ,                                                   (6) 

где iF вектор массовых сил i-й фазы ( fi FF = в несущей фазе, si FF =  в несомой фазе, то   

( ) ssffsssfff FFFFF  +−=+= 1 ) 

3) Тензор поверхностных сил 

                                                                ,
1

i

n

i

i 
=

=  

где i -тензор поверхностных сил i-й фазы ( fi  = в несущей фазе, si  = в несомой фазе, 

тогда  ( ) sfssff  +−=+= 1 ). 

Уравнение баланса кинетической энергии 
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Изменение кинетической энергии среды (скалярная мера механического движения) зависит 

как от внутренних, так и от внешних сил. Таким образом, он позволяет судить о рассеянии 

механической энергии за счет внутреннего трения. 

Сформулируем теорему об изменении кинетической энергии в произвольном объеме V(t) 

непрерывно переменной среды следующим образом: «производная по времени кинетической 

энергии среды (фаз) с силами внешних и внутренних сил, а массы, присоединение (или 

отсоединение) в среду (фазы) и фазовые превращения за единое время, равны сумме 

кинетических энергий». 

Рассмотрим несущую (жидкую) фазу в произвольном объеме V(t) в момент времени t и найти 

ее кинетическую энергию (скалярную величину),  
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где ( 2/2

fc  -кинетическая энергия единицы массы несущей (жидкой) фазы. 

Изменение кинетической энергии несущей (жидкой) фазы в объеме V(t) примем в единицу 

времени 

( )

( )
( )

dV
c

dt

d
dV

c

dt

d

dt

dT
ff

tV

f

f

tV

ff
  =−=

2
1

2

22

 .                         (7) 

Это изменение кинетической энергии представляет собой силу внешних (объемных, 

поверхностных и межфазных) и внутренних сил, 
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а также кинетические энергии присоединении (или отсоединении) массы с окружающей средой 

(фазой) и фазовых превращений 
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Запишем уравнение баланса кинетической энергии несущей (жидкой) фазы в интегральном 

виде [5, 13]: 
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или 
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где fN , finN - удельные силы межфазных и внутренних сил, приложенных к несущей (жидкой) 

фазе. 

Уравнение баланса кинетической энергии (дисперсной, смешанной) фазы получается в 

интегральном виде следующим образом 
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или 
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где sN , sinN - удельные величины межфазных и внутренних сил, приложенных к невесомой 

(дисперсной) фазе. 

Просуммировав интегральные уравнения (8)-(11) кинетической энергии отдельных фаз, 

получим уравнение кинетической энергии для всего потока в двухфазном течении. После 

подходящих преобразований можем написать 
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Это уравнение представляет собой уравнение баланса в интегральной форме кинетической 

энергии двухфазной жидкости, расход которой непрерывно изменяется (увеличивается или 

уменьшается). 

Уравнение баланса полной энергии 

Интересно, что в процессе транспортировки среды происходит переход энергии из одной 

формы в другую, что сообщается на основе уравнений баланса энергии, полученных из закона 

сохранения энергии. 

Выразим закон сохранения энергии среды (фаз) в объеме V(t) следующим образом: 

«изменение суммы кинетической и внутренней энергий среды (фаз) в выбранном объеме V(t) 

есть сумма внешних (объемных, поверхностных и межфазных) сил, приложенных к этому 

объему, а его поверхность равна сумме кинетической и внутренней энергий сил (работы в 

единицу времени) и количества теплоты, подводимой от вне, которое присоединено (или 

отсоединено) от окружающей среды».  

Рассмотрим объем V(t), ограниченный поверхностью S(t) и находящейся в ней несущей 

(жидкой) фазой. Энергия этой фазы, отнесенная к единице объема, представляет собой сумму 

кинетической и внутренней энергий и записывается следующим образом 
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где  fe  -внутренняя энергия на единицу массы несущей фазы. 

Тогда полная энергия несущей фазы в объеме V(t). 
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Изменение полной энергии несущей (жидкой) фазы в выбранном объеме V(t) в единицу 

времени будет. 
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Это изменение энергии происходит за счет сил внешних (объемных, поверхностных и 

межфазных) сил, количества подведенного из вне тепла, энергий присоединении (или 

отсоединении) масс и фазовых превращений. 
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Объем несущей фазы, приложенный к поглощаемому объему и его поверхности, и 

прочность поверхностных и межфазных внешних сил рассчитываются как 
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Рассчитаем теплоту, поступающую в несущую  (жидкую) фазу. Пусть S(t) 


fq  -вектор 

удельного теплового потока из среды в несущую  (жидкую) фазу через поверхность. Тогда S(t) 

есть полное количество теплоты, подведенной к этой фазе поверхностью 
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будет. Здесь nqq ffin

 =  -проекция 


finq -вектора на нормаль n, проведенную к поверхности dS. 

Теплота, отдаваемая частицами, находящимися в объеме V(t), несущей фазе, определяется 

межфазным теплообменом [3] 

( )
=

tV

f QdVQ  ,                                                 (16) 

где  
Q -теплота, полученная несущей фазой от несомой фазы в единице объема. 

В результате взаимного механического воздействия между фазами выделяется выделяемое 

при трении тепло, часть которого забирается несущей фазой. Количество этого тепла в объеме 

V(t) 
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dVQQ
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где 


cfQ -количество теплоты, полученное несущей фазой от теплоты, выделившейся за счет 

взаимного механического воздействия фаз. 

Теперь определим энергию масс, присоединяющихся (или отсоединяющихся к несущей 

(жидкой) фазе и фазовых превращений. Обозначим 


fe  -удельную внутреннюю энергию массы 

присоединения (или отсоединения) несущей фазы, а удельную внутреннюю энергию, массы 

фазовых переходов через e . Тогда мы можем написать 

( )
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                   (18) 

Приравняем выражение (13) к сумме (14)-(18) и запишем уравнение баланса закона 

сохранения энергии для несущей (жидкой) фазы в интегральном виде: 
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         (19) 

или 
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( ) ( ) ( )
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           (20) 

Аналогично получаем уравнение баланса закона сохранения энергии для невесомой фазы 

двухфазной жидкости в интегральном виде следующим образом [5, 6, 13]: 
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или 
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Получим уравнение полной энергии всей двухфазной среды, просуммировав уравнения 

полной энергии, полученные для фаз. Поэтому, собрав уравнения (21)-(22), можно записать 

уравнение баланса полной энергии для всей среды в интегральном виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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где e – удельная внутренняя энергия среды, sssfff eee  += . 
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Abstract.  

In the theory of two-phase liquids, issues related to the processes of continuous 

addition (or detachment) from the outside with a liquid have been little worked 

out. Such problems are common in hydraulic engineering and water 

management systems. 

The study of hydrodynamic processes occurring in one- and two-phase fluids 

with a continuously changing flow is a very complex issue, since the change in 

the flow (mass) along the flow is one of the main factors affecting the motion 

of a two-phase system. This must be taken into account in the theoretical study 

of two-phase liquids and in solving practical problems. From this point of view, 

relevant topics are the derivation of the equations of motion of two-phase 

fluids, the construction of mathematical models, the development of modeling 

criteria and reporting methods. 

The purpose of this article is to derive the energy equations (kinetic, total). 

To reflect the process of energy transition from one form to another during the 

transport of a medium, the total energy balance equation for a two-phase 

continuous medium was obtained, obtained from the law of conservation of 

energy. 
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