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Аннотация.  

Актуальность работы. В настоящее время существует достаточно 

большое количество способов определения механических свойств 

образцов горных пород или участков горных пород и грунтов в 

натурных условиях. Большая часть из них требует знания 

дополнительных физических характеристик исследуемых образцов 

горной породы, которые могут быть получены только в 

лабораторных условиях. Таким образом, разработка методов 

определения основных механических характеристик горных пород, 

ориентированных только на натурное применение, является в 

достаточной степени актуальной задачей.  

Цель работы: разработать способ определения основных 

механических характеристик (модуль деформации Юнга, 

коэффициент упругости Пуассона, коэффициент бокового распора) 

горных пород в натурных условиях.  

Методы исследования: используются методы сопротивления 

материалов, методы теории упругости, методы прикладной 

математики в части решения обратных задач. 

Результаты: получены расчетные формулы, либо алгоритмы расчета 

основных механических характеристик: модуля деформации Юнга, 

коэффициента упругости Пуассона, коэффициента бокового распора 

в натурных условиях. 

  

Для цитирования: Сирота Д.Ю., Бедарев К.Р. Способ определения основных механических 

характеристик горных пород в натурных условиях // Вестник Кузбасского государственного 

технического университета. 2024. № 1 (161). С. 73-81. DOI: 10.26730/1999-4125-2024-1-73-81, EDN: 

VUFNJM 

 

Введение.  

Анализ литературных источников 

показывает, что для определения основных 

механических характеристик горных пород 

существует достаточно много разнообразных 

методов, как лабораторных, так и натурных. 

Перечислим некоторые из них с тем, чтобы 

сравнить результативность существующих 

методик с предлагаемой в данной статье. 

Так, в работах [1–3] указывается, что 

согласно СНиП 2.02.02-85 коэффициент 

бокового давления (КБД) определяется по 

формуле вида 𝑃𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑃𝑧, где 𝑃𝑥 – горизонтальная 

компонента давления в сыпучем материале, 𝑃𝑧 – 

вертикальная компонента в сыпучем материале 

либо по теоретической формуле Динника 𝜆 =
𝜇

1−𝜇
, где μ – коэффициент поперечной 

деформации Пуассона; согласно же СНиП 

2.10.05-85 используется следующая 

модифицированная формула Роу, Абдельхамида, 

Крижека для бокового коэффициента 𝜆 =
𝑡𝑔2(450 − 0,5𝜓) , или теоретические формулы 

Яки для сыпучих грунтов 𝜆 = 1 − 𝑠𝑖𝑛 𝜓 или 𝜆 =
(1+2 3⁄ 𝑠𝑖𝑛 𝜓)(1−𝑠𝑖𝑛 𝜓)

1+𝑠𝑖𝑛𝜓
, где 𝜓  – угол внутреннего 

трения породы. Там же в работе [2] приводится 

оригинальная формула 𝜆 =
𝑡𝑔𝜓

𝑡𝑔𝜙
, где φ – угол 

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
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внешнего трения. В качестве модификации в 

1982 году Мейн и Кулави предложили 

следующую уже полностью эмпирическую 

формулу: 𝜆 = (1 − 𝑠𝑖𝑛 𝜓)𝑂𝐶𝑅𝑠𝑖𝑛𝜓 , где OCR – 

коэффициент переуплотнения грунта. 

В работе [4] приводится выражение для КБД 

в зависимости от угла укладки частиц β и угла 

внешнего трения φ сыпучего материала: 𝜆 =
𝑡𝑔2𝛽 ⋅ [2 + 𝑡𝑔𝜙 ⋅ 𝑡𝑔𝛽]−1. 

В работе [5] приводится формула для КБД в 

природном поле напряжений вкрест простирания 

рудного тела 𝜆 =
𝑠𝑖𝑛 2𝛼−2𝑡𝑔𝛽 𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝑠𝑖𝑛 2𝛼+2𝑡𝑔𝛽 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
, где α – угол 

падения залежи; β – угол отклонения линии 

максимальных смещений от нормали к 

плоскости залежи. 

В работе [6] приводятся две формулы КБД 

пластов пористых горных пород с учетом 

величины их пористости и в условиях действия 

фактического пластового давления: 𝜆 =
𝑃𝛤𝛲−𝑃𝛱(1+𝑐−2𝑐

2)

2𝑐(𝑃𝛤+(𝑐−1)𝑃𝛱)
 в случае непроницаемой стенки 

скважины и 𝜆 =
𝑃𝛤𝛲(2−𝑐)−2𝑃𝛱(1−𝑐

2)

2𝑐(𝑃𝛤+(𝑐−1)𝑃𝛱)
 в случае 

проницаемой стенки, где 𝑃𝛤𝛲  – давление 

гидроразрыва; 𝑃𝛱  – давление пласта; 𝑃𝛤  – 

геостатическое давление. 

В работе [7] приводится лабораторный метод 

определения КБД грунтов, который заключается 

в нагружении образца грунта проектной 

нормальной нагрузкой, выполнении 

вращательных срезов образца грунта сначала по 

торцевой поверхности, затем по боковой 

поверхности и расчете коэффициента бокового 

давления грунтов по полученным значениям 

предельных касательных напряжений 

соответственно торцевой и боковой поверхности 

образца по формуле 𝜆 = 1 −
(𝜏𝛱𝛲
𝛵 −𝜏𝛱𝛲

𝛣 )

(𝜎⋅𝑡𝑔𝜙)
, где σ – 

нормальное напряжение в образце грунта от 

нормальной нагрузки, φ – угол внешнего трения. 

В работе [8] приведены эмпирические 

формулы КБД в зависимости от вертикального 

давления при лабораторных испытаниях: 𝜆 =
0,1875𝑃2 − 0,1𝑃 + 0,3981  для гравийного 

грунта и 𝜆 = 0,125𝑃2 + 0,1𝑃 + 0,4388  для 

гравелистого песка. 

Помимо этого, стоит отметить работу 

[Строкова], где перечислены 15 различных 

формул для КБД. Это демонстрирует то, что в 

настоящее время нет и, по-видимому, не может 

быть единого подхода к определению этой 

величины.  

В работах [9–12] указывается, что модуль 

упругости Юнга определяется по двум 

простейшим формулам: для статической 

ситуации 𝐸 =
(𝜎𝛫−𝜎𝛨)

(𝜀𝛫−𝜀𝛨)
, где 𝜎𝛫,𝛨  – два 

последовательных напряжения; 휀𝛫,𝛨  – 

соответствующие относительные деформации; 

для динамической ситуации – 𝐸𝐷 =
𝜌𝑣𝑠

2(3𝑣𝑝
2−4𝑣𝑠

2)

𝑣𝑝
2−𝑣𝑠

2  с 

последующей корректировкой 𝐸 = 𝑎 + 𝑏𝐸𝐷 ,  где 

𝑣𝑠,  𝑣𝑝  – скорость продольной и поперечной 

волны; 𝜌 – плотность образца. 

В работе [13] приводится расчетная формула 

для модуля упругости следующего вида: 𝐸 =
(𝜎1−𝜎1

∗)(1−
2𝜎2𝜇

𝜎1
)

𝜀1−𝜀1
∗ , при этом в работах [14, 15] 

приводится более простая формула вида 𝐸 =
𝜎1(1−

2𝜎2𝜇

𝜎1
)

𝜀1
, где 𝜎1,2 – главные компоненты тензора 

напряжений, 휀1,2  – главные компоненты тензора 

деформаций; 𝜇  – коэффициент Пуассона; 𝜎∗,  휀∗ 
– гидростатические компоненты тензоров. 

В целом можно заметить, что коэффициент 

бокового давления оказывается функционально 

эквивалентен какому-нибудь другому параметру-

характеристике образца горной породы, но не 

приложенным внешним усилиям. Для модуля 

упругости ситуация лучше: существуют 

различные формулы, позволяющие перейти от 

напряженно-деформируемого состояния массива 

к этой величине, но при этом необходимо знать 

еще и коэффициент Пуассона горной породы. 

В представленной статье делается попытка на 

основе решения обратных задач построить 

замкнутую систему расчетных формул от НДС 

участка массива к физическим характеристикам 

породы.  

1. Постановка и решение прямых задач. 

Прямая задача 1 (Одномерная модель). 

Выделим в вертикальном осевом сечении 

a)                                       б)  

Рис. 1. Расчетная схема нагружения колонны – а) и блока горных пород – б). 

Fig. 1.  The design scheme for loading column - a) and a block of rocks - b). 
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трехмерного блока колонну произвольного 

поперечного сечения. Можно считать, что мы 

рассматриваем одномерный объект – брус с 

линейно возрастающим весом 𝐺(𝑦) = 𝛾4𝑆 ⋅ 𝑦, Н, 

где 𝑦 ∈ [0; 𝐿], 𝐿 = 𝐻 − ℎ – мощность блока, м, Е 

– модуль Юнга, Па. Влияние вышележащих 

пород учтем в виде силы: 𝑃1 = 𝛾1𝑆ℎ , Н. 

Подстилающий массив горной породы заменим 

модельной жесткой заделкой (Рис. 1а). 

Используя методы сопротивления материалов 

[16, 17], найдем, что в произвольном поперечном 

сечении бруса: внутренняя сила 𝑁(𝑦) = −𝑃1 −
𝛾4𝑆𝑦 , нормальное продольное напряжение и 

деформация:  

𝜎(𝑦) = −𝛾1ℎ − 𝛾4𝑦       (1) 

𝛥𝐿(𝑦) = ∫
𝜎(𝜉)𝑑𝜉

𝐸

𝐿

𝑦
=

(𝑦−𝐿)

2𝐸
[2𝛾1ℎ + 𝛾4(𝑦 + 𝐿)]. (2) 

ПРИМЕР 1. Рассмотрим тестовый пример, 

где 𝛾1 = 20  кН/м3 (алевролит); 𝛾4 = 26  кН/м3 

(аргиллит). Глубина расположения блока ℎ =
300 м; мощность блока 𝐿 = 100 м. модуль Юнга 

аргиллита 𝐸 = 5,5  ГПа. Выбраны три точки 

измерения напряжений: 𝑦1 = 25 ; 𝑦2 = 50 ; 𝑦3 =
75 м. Определить напряжения и деформацию в 

указанных точках. 

РЕШЕНИЕ. Напряжения вычислим по 

формуле (1): 𝜎1 = 𝜎(𝑦1) = −𝛾1ℎ − 𝛾4𝑦1 = 6,65 

МПа; 𝜎2 = 𝜎(𝑦2) = −𝛾1ℎ − 𝛾4𝑦2 = 7,3  МПа; 

𝜎3 = 𝜎(𝑦3) = −𝛾1ℎ − 𝛾4𝑦3 = 7,95  МПа; 

деформации – по формуле (2): 𝛥1 =
(𝑦1−𝐿)

2𝐸
[2𝛾1ℎ + 𝛾4(𝑦1 + 𝐿)] = −0,104 ; 𝛥2 =

−0,072; 𝛥3 = −0,038 м. 

Прямая задача 2 (Плоская модель).  

Рассмотрим центральное сечение выделенного 

трехмерного блока. В этом случае задачу об 

определении напряженного состояния в 

трехмерном пространстве можно считать 

условно двумерной, так как воздействие 

внешних сил будет полностью компенсировано. 

Ровно то же самое, кстати, происходило и в 

случае прямой задачи 1, где боковая внешняя 

нагрузка компенсировалась в осевом сечении.  

Итак, будем рассматривать выделенный блок. 

Известно, что решение плоской теории 

упругости в напряжениях сводится к решению 

следующего дифференциального уравнения в 

частных производных [16, 17]: 

𝛷𝑥𝑥𝑥𝑥
(4) + 2𝛷𝑥𝑥𝑦𝑦

(4) + 𝛷𝑦𝑦𝑦𝑦
(4) = 0,   (3) 

где 𝛷 = 𝛷(𝑥, 𝑦) – функция напряжений Эйри, 

удельный вес единицы объема блока 𝛾4  может 

быть учтен двумя способами: 1) 𝜎𝑥 = 𝛷𝑦𝑦
(2)

, 𝜎𝑦 =

𝛷𝑥𝑥
(2) − 𝛾4𝑦 , 𝜏𝑥𝑦 = −𝛷𝑥𝑦

(2)
 или 2) 𝜎𝑥 = 𝛷𝑦𝑦

(2)
, 𝜎𝑦 =

𝛷𝑥𝑥
(2)

, 𝜏𝑥𝑦 = −𝛷𝑥𝑦
(2) − 𝛾4𝑥.  

Рассмотрим аналитический метод решения. 

Исходя из модельной задачи, зададим граничные 

условия в системе координат указанной на Рис. 

1б. Известно, что в первом приближении 

давление по вертикали массива горных пород в 

естественном заложении определяется по 

формулам 𝛾ℎ , где 𝛾 – удельный вес, Н/м3; h – 

глубина измерения давления, м; давление же по 

горизонтали определяется по формуле 𝜆𝛾ℎ, где 𝜆 

– коэффициент бокового распора. Так как 

выделенный блок находится на некоторой 

произвольной, но фиксированной, глубине, то 

граничные условия для верней границы будут 

определяться уравнениями 

𝑦 = 0: 𝜎𝑦 = −𝛾1ℎ;  𝜏𝑥𝑦 = 0.       (4) 

Для определения величины бокового 

давления необходимо учесть, что глубина его 

измерения является переменной величиной. 

Другими словами, получаем задачу, 

аналогичную рассмотренной выше: требуется 

найти уравнение прямой, проходящей через две 

точки: 𝜎𝑥(0) = −𝜆𝛾3ℎ  и 𝜎𝑥(𝐻 − ℎ) = −𝜆𝛾3𝐻 . 

Решив ее, получим следующие граничные 

условия: 

𝑥 = {0}; {𝑇}: 𝜎𝑥 = −𝜆𝛾3(𝑦 + ℎ); 𝜏𝑥𝑦 = 0.   (5) 

Данная задача является аналогом известной 

задачи о треугольной подпорной стенке [16, 17], 

поэтому функцию Эйри 𝛷 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2𝑦 +
𝑐𝑥𝑦2 + 𝑑𝑦3 + 𝑒𝑥2 + 𝑓𝑦2  будем искать по ее 

образу. Предложенная функция тождественно 

удовлетворяет уравнению (3), поэтому оно не 

порождает никакой дополнительной взаимосвязи 

между коэффициентами.  

Способ 1 учета объемного веса: 

Компоненты тензора напряжений будут 

определяться формулами: 

𝜎𝑥 = 2𝑐𝑥 + 6𝑑𝑦 + 2𝑓 , 𝜎𝑦 = 6𝑎𝑥 + 2𝑏𝑦 + 2𝑒 −

𝛾4𝑦, 𝜏𝑥𝑦 = −2𝑏𝑥 − 2𝑐𝑦.                           (6.1) 

Найдем неизвестные коэффициенты, 

используя граничные условия: 

𝑦 = 0:   𝜎𝑦 = 6𝑎𝑥 + 2𝑒 = −𝛾1ℎ

⇒ {
𝑎 = 0

𝑒 =
−𝛾1ℎ

2

 𝜏𝑥𝑦 = −2𝑏𝑥 = 0

⇒ 𝑏 = 0 

𝑥 = {0}; {𝑇}:   

= 2𝑐 ⋅ (
0
𝑇
) + 6𝑑𝑦 + 2𝑓 = −𝜆𝛾3(𝑦 + ℎ) ⇒ 𝑑

=
−𝜆𝛾3
6

;  𝑓 =
−𝜆𝛾3ℎ

2
 

𝜏𝑥𝑦 = −2𝑏 ⋅ (
0
𝑇
) − 2𝑐𝑦 = 0 ⇒ 𝑐 = 0 

Способ 2 учета объемного веса: 

Компоненты тензора напряжений будут 

определяться формулами: 

𝜎𝑥 = 2𝑐𝑥 + 6𝑑𝑦 + 2𝑓 , 𝜎𝑦 = 6𝑎𝑥 + 2𝑏𝑦 + 2𝑒 , 

𝜏𝑥𝑦 = −2𝑏𝑥 − 2𝑐𝑦 − 𝛾4𝑥.                           (6.2) 

Найдем неизвестные коэффициенты, 

используя граничные условия: 

𝑦 = 0:   𝜎𝑦 = 6𝑎𝑥 + 2𝑒 = −𝛾1ℎ ⇒

{
𝑎 = 0

𝑒 =
−𝛾1ℎ

2

 𝜏𝑥𝑦 = −2𝑏𝑥 − 𝛾4𝑥 = 0 ⇒ 𝑏 = −
𝛾4

2
. 

𝑥 = {0}; {𝑇}: 
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𝜎𝑥 = 2𝑐 ⋅ (
0
𝑇
) + 6𝑑𝑦 + 2𝑓 = −𝜆𝛾3(𝑦 + ℎ) ⇒ 𝑑

=
−𝜆𝛾3
6

;  𝑓 =
−𝜆𝛾3ℎ

2
 

 

𝜏𝑥𝑦 = −2𝑏 ⋅ (
0
𝑇
) − 2𝑐𝑦 = 0 ⇒ 𝑐 = 0 

Таким образом, оба способа дают одни и те 

же выражения для напряжений: 

𝜎𝑥 = −𝜆𝛾3(𝑦 + ℎ), 𝜎𝑦 = −𝛾1ℎ − 𝛾4𝑦, 𝜏𝑥𝑦 = 0.    

(7)   

Для каждой точки выделенного блока найдем 

выражение по формулам 

𝛱(𝑥, 𝑦) = 𝜎1𝜎2,      (8) 

которые и будем использовать в дальнейшем 

при решении обратных задач. Выбор такой 

функции определяется двумя соображениями: 

во-первых – это второй инвариант тензора 

напряжений на плоскости, а во-вторых – 

эластичность этой функции с учетом формул (7) 

по переменной 𝜆 будет равна единице.  

Компоненты тензора деформации точек блока 

определяются по формулам:  

휀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜎𝑥−𝜇𝜎𝑦

𝐸
=

(𝜇𝛾4−𝜆𝛾3)𝑦+(𝜇𝛾1−𝜆𝛾3)ℎ

𝐸
=

𝑓(𝑦),                                          (9.1) 

2𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜏𝑥𝑦

𝐺
= 0,    (9.2) 

휀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜎𝑦−𝜇𝜎𝑥

𝐸
=

(𝜇𝜆𝛾3−𝛾4)𝑦+(𝜇𝜆𝛾3−𝛾1)ℎ

𝐸
= 𝑔(𝑦).                                         

(9.3) 

Тогда из уравнений (9.1) и (9.3) после 

интегрирования получим, что 𝑢 = 𝑓(𝑦)𝑥 + 𝛼(𝑦), 
𝑣 = ∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦 + 𝛽(𝑥) = 𝑄(𝑦) + 𝛽(𝑥) . Подставим 

эти функциональные выражения в (6.2): 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

(𝜇𝛾4−𝜆𝛾3)

𝐸
𝑥 + 𝛼𝑦

(1)(𝑦) + 𝛽𝑥
(1)(𝑥) = 0 . Так как 

переменные оказались разделенными, то 
(𝜇𝛾4−𝜆𝛾3)

𝐸
𝑥 + 𝛽𝑥

(1)(𝑥) = С  и 𝛼𝑦
(1)(𝑦) = −С . Тогда 

после интегрирования этих вспомогательных 

уравнений получим, что 𝛽(𝑥) = −
(𝜇𝛾4−𝜆𝛾3)𝑥

2

2𝐸
+

С𝑥 + 𝐷 и 𝛼(𝑦) = −С𝑦 +𝑊. 

Неизвестные коэффициенты найдем из 

граничных условий, которые обусловлены 

наличием жесткой заделки внизу блока, которая 

не допускает перемещения по горизонтали и 

вертикали, а также не допускает поворотов: 

 (а) 𝑢(0, 𝐿) = 0, (б) 𝑣(0, 𝐿) = 0, (в) 
𝜕𝑣(0,𝐿)

𝜕𝑥
= 0, 

(г) 
𝜕𝑢(0,𝐿)

𝜕𝑦
= 0.  

Из (в) следует, что 𝐶 = 0, тогда из (а) следует 

𝑊 = 0 , что совпадает с (г). Наконец, из (б) 

следует, что 𝐷 =
0,5(𝛾4−𝜇𝜆𝛾3)𝐿

2+(𝛾1−𝜇𝜆𝛾3)ℎ𝐿

𝐸
. Таким 

образом, деформации блока будут определяться 

по формулам 

𝑢 = 𝑓(𝑦)𝑥, 𝑣 =
(𝜇𝜆𝛾3−𝛾4)(𝑦

2−𝐿2)+2ℎ(𝜇𝜆𝛾3−𝛾1)(𝑦−𝐿)−(𝜇𝛾4−𝜆𝛾3)𝑥
2

2𝐸
.                

(10) 

Заметим, что если выполняются 

дополнительные соотношения между удельными 

весами пород вида 𝛾4 = 𝜇𝜆𝛾3  и 𝛾1 = 𝜇𝜆𝛾3 , то 

можно добиться неподвижности не только в 

одной центральной точке жесткой заделки, но во 

всей вертикальной оси над ней. 

ПРИМЕР 2. Рассмотрим тестовый пример, 

где 𝛾1 = 20  кН/м3 (алевролит); 𝛾4 = 26  кН/м3 

(аргиллит); 𝛾3 = 25  кН/м3 (сланец). Глубина 

расположения блока ℎ = 300 м; мощность блока 

𝐿 = 100 м; модуль Юнга аргиллита 𝐸 = 5,5 ⋅ 106 

КПа; коэффициент Пуассона сланца 𝜇 = 0,08 . 

Три точки измерения напряжений: 𝑦1 = 25  м; 

𝑦2 = 50 м; 𝑦3 = 75 м. Определить напряжения и 

деформации в указанных точках. 

РЕШЕНИЕ. Предположим, правильность 

гипотезы Динника 𝜆 =
𝜇

1−𝜇
= 0,087. 

Компоненты тензора напряжений определим 

по формулам (7):  

𝜎𝑥
1 = −𝜆𝛾3(𝑦1 + ℎ) = −0,707  МПа, 𝜎𝑦

1 =

−𝛾1ℎ − 𝛾4𝑦1 = −6,65 МПа – в первой точке; 

𝜎𝑥
2 = −0,761  МПа, 𝜎𝑦

2 = −7,3  МПа – во 

второй точке; 

 𝜎𝑥
3 = −0,816  МПа, 𝜎𝑦

3 = −7,95  МПа – в 

третьей точке.  

Инвариантные значения в этих же точках 

определяются по формулы (8):  

𝛱(0,25) = 4,701 ; 𝛱(0,50) = 5,557 ; 

𝛱(0,75) = 6,484. 

Предположим, для простоты, что мы 

рассматриваем центральное сечение, где 

координата 𝑥 = 0  м. Тогда горизонтальных 

деформаций блока не будет, так как они 

компенсируются внешними воздействиями. 

Вертикальные деформации будут определяться 

по формуле (10): 𝑣1 =
(𝜇𝜆𝛾3−𝛾4)(𝑦1

2−𝐿2)+2ℎ(𝜇𝜆𝛾3−𝛾1)(𝑦1−𝐿)

2𝐸
= 0,104  м; 𝑣2 =

0,072 м; 𝑣3 = 0,038 м. 

Таким образом, деформации в центральном 

осевом сечении, как и ожидалось, будут 

совпадать с аналогичными, рассчитанными с 

помощью сопротивления материалов.  

2. Постановка и решение обратных задач. 

Можно считать, что любая обратная задача 

является неким обобщенным уравнением, 

аргументы которого требуется найти по 

известным значениям выражения. В нашем 

случае такими равенствами-уравнениями будут 

выражения (1, 2) для сопротивления материалов 

и (8, 10) для теории упругости.  

Обратная задача 1 (Одномерная модель).  

На базе одномерной модели и расчетных 

выражений можно сформулировать обратную 

задачу по определению переменных, которые 

предполагаются известными для выражений (1, 

2). В нашем случае таких переменных три: 

удельные веса 𝛾1,  𝛾4  и модуль упругости Юнга 

Е. Так как выражение (1) является линейным 

относительно удельных весов, то их можно 
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определить, измерив напряжения в двух 

произвольных точках бруса 𝑦1  𝑦2 . Модуль 

упругости определяется единственным образом 

из деформации колонны в одной из этих же 

точек. Расчетные формулы будут иметь вид: 

𝛾4 =
𝜎2−𝜎1

𝑦1−𝑦2
, 𝛾1 =

𝜎1−𝛾4𝑦1

ℎ
, 𝐸 =

𝐾

𝛥𝐿(𝑦1)
,   (11) 

где коэффициент К определяется по формуле 

𝐾 = (𝑦1 − 𝐿)(𝛾1ℎ + 0,5𝛾4[𝑦1 + 𝐿]). 
Зная (11), найдем, что в заделке при 𝑦 = 𝐻 −

ℎ  напряжение 𝜎(𝐻 − ℎ) = 𝛾1ℎ + 𝛾4(𝐻 − ℎ) . 

Используя эти выражения и условие равновесия 

колонны, можно найти, какая часть веса 

подстилающей горной породы по аналогии с 

боковым распором тратится на его 

формирование: 

𝛾1ℎ + 𝛾4(𝐻 − ℎ) = 𝜉𝛾2𝐻 ⇒ 𝜉𝛾2 =
𝛾1ℎ+𝛾4𝐿

𝐻
.  (12) 

ПРИМЕР 3. Взяв в качестве исходной 

информации значения напряжений из ПРИМЕРА 

1, найти величины по формулам (11). Сравнить 

их с исходными значениями ПРИМЕРА 1.  

РЕШЕНИЕ. По формулам (11) достаточно 

знать значения напряжений в двух точках. Таким 

образом, у нас имеется три комбинации таких 

напряжений. 

Пусть 𝜎1 = 6,65  МПа; 𝜎2 = 7,3  МПа. Тогда 

𝛾4 = |
(𝜎2−𝜎1)

(𝑦1−𝑦2)
| = 26 кН/м3;  

Пусть 𝜎1 = 6,65  МПа, 𝜎3 = 7,95  МПа, тогда 

𝛾4 = 26  кН/м3. Пусть 𝜎2 = 7,3  МПа, 𝜎3 = 7,95 

МПа,  тогда 𝛾4 = 26 кН/м3.  

Так как удельные веса колонны совпадают, то 

можно брать любые два измеренных значения 

напряжения в ней. Далее найдем удельный вес 

вышележащей толщи пород, также используя 

три варианта значений напряжений и 

соответствующих координат точек их измерения: 

для 𝜎1 = 6,65 МПа 𝛾1 =
(𝜎1−𝛾4𝑦1)

ℎ
= 20 кН/м3; для 

𝜎2 = 7,3 МПа 𝛾1 = 20 кН/м3; для 𝜎3 = 7,95 МПа 

𝛾1 = 20 кН/м3.  

Таким образом, и здесь мы видим, что без 

разницы, какое из трех напряжений 

использовать. Далее найдем величину 𝐾 =

(𝑦1 − 𝐿) (𝛾1ℎ +
𝛾4[𝑦1+𝐿]

2
) = −571875  кН/м и 

модуль упругости Юнга 𝐸 =
𝐾

𝛥1
= 5498 МПа при 

𝛥1 = −0,104  м, что вполне совпадает с 

исходным значением. Наконец, по формуле (12): 

𝜉𝛾2 =
(𝛾1ℎ+𝛾4𝐿)

𝐻
= 21,5 кН/м3.  

ПРИМЕР 4. Реализовать пример 3 в 

предположении, что напряжения определяются с 

некоторой погрешностью 𝜎1
∗ = 𝜎1(1 ± 𝛿1) ; 𝜎2

∗ =
𝜎2(1 ± 𝛿2).  

РЕШЕНИЕ. Можно заметить, что если 

погрешности одинаковые 𝛿 = 𝛿1 = 𝛿2  и их 

воздействие одинаковое, то выражение 1 ± 𝛿 

будет общим сомножителем для всех трех 

удельных весов: 𝛾4, 𝛾1, 𝜉𝛾2. 

Теперь рассмотрим случай погрешностей 

противоположного знака: а) 𝜎1
∗ = 0,9𝜎1 ; 𝜎2

∗ =
1,1𝜎2  и б) 𝜎1

∗ = 1,1𝜎1 ; 𝜎2
∗ = 0,9𝜎2 . Тогда для 

случая а) 𝛾4 = 81,8 кН/м3, а для случая б) 𝛾4 =
29,8  кН/м3. Можно отметить, что первое 

значение более существенно отличается от 

истинного значения, чем второе.  

Обратная задача 2 (Двумерная модель). 

По аналогии с обратной задачей 1 можно 

заметить, что выражения (8) содержат четыре 

неизвестных ( 𝜆 , 𝛾3 , 𝛾1 , 𝛾4 ), две из которых 

образуют новую переменную 𝜆𝛾3 = 𝛾5, а группа 

формул (10) – еще две (𝜇, Е). С другой стороны, 

если считать удельные веса известными, то 

необходимо определить в целом три величины: 

𝜆, 𝜇, Е. 

Случай 1. Предположим, что удельные веса 

𝛾3 , 𝛾1 , 𝛾4  известны, тогда получим одно 

нелинейное (квадратное) уравнение 

относительно величины 𝜆: 

𝛱(𝜆, 𝑦) = 𝛵(𝑦).          (13) 

ПРИМЕР 5. Взяв в качестве исходной 

информации значения напряжений из ПРИМЕРА 

2, найти КБД, решив уравнение (13). 

РЕШЕНИЕ. Напомним, что при 𝛾1 = 20 

кН/м3 (алевролит); 𝛾4 = 26  кН/м3 (аргиллит); 

𝛾5 = 2,17  кН/м3 (сланец) в ПРИМЕРЕ 2 были 

получены инвариантные значения  по формуле 

(8): 𝛵(0;  25) = 4,701 ; 𝛵(0;  50) = 5,557 ; 

𝛵(0;  75) = 6,484. 

При этом глубина расположения блока ℎ =
300 м. Решая линейное уравнение для любого из 

трех значений 𝜎𝛪 , получим с точностью до 

тысячных долей, что 𝜆1 = 0,087.  

Как и выше, предположим, что величина 

𝜎𝛵(𝑦)  определены с некоторой погрешностью. 

Выясним, с какой относительной погрешностью 

определятся величины КБД. Пусть истинное 

значение определено с погрешностью в 10%:  

𝛵(25) = 5,171 . Тогда 𝜆 = 0,095 , что также на 

10% больше истинного. Это отлично согласуется 

с единичной эластичностью функции (8) 

относительно переменной 𝜆.  

Случай 2. Предположим, что удельные веса 

настилающих и вмещающих пород известны. 

Тогда требуют определения две переменные: 

КБД 𝜆 и удельный вес породы блока 𝛾4. Так как 

переменных две, то минимально необходимое 

количество инвариантных значений также 

должно быть равно двум, что соответствует двум  

точкам его измерения. Получаем систему из двух 

уравнений: 𝛱(𝜆, 𝑦1) = 𝛵(𝑦1) , 𝛱(𝜆, 𝑦1) = 𝛵(𝑦1) . 

Решая ее, получим аналитические выражения  

𝛾4 =
𝛾1ℎ(1−𝑘)

𝑦1𝑘−𝑦2
, 𝜆 =

𝛵1

(𝛾1ℎ+𝛾4𝑦1)⋅𝛾3⋅(𝑦1+ℎ)
, 𝑘 =

(𝑦1+ℎ)⋅𝛵2

(𝑦2+ℎ)⋅𝛵1
.                                (14)    

ПРИМЕР 6. Взяв в качестве исходной 

информации значения напряжений из ПРИМЕРА 

2, найти КБД и удельный вес, используя 

выражения (14). 
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РЕШЕНИЕ. Напомним, что при 𝛾1 = 20 

кН/м3 (алевролит); 𝛾4 = 26  кН/м3 (аргиллит); 

𝛾5 = 2,17  кН/м3 (сланец) в ПРИМЕРЕ 2 были 

получены инвариантные значения  по формуле 

(8): 𝛵(0;  25) = 4,701  МПа2; 𝛵(0;  50) = 5,557 

МПа2; 𝛵(0;  75) = 6,484 МПа2. 

Так как в формулах (14) номера точек 

измерения никак не связаны с истинными 

глубинами, то можно использовать любые две из 

них. Возьмем, например, первую и третью. Тогда 

после расчетов получим, что 𝑘 = 1,1954 , 𝛾4 =
25,984 кН/м3,  𝜆 = 0,08701. 

Рассмотрим случай определения 

экспериментальных значений с некоторой 

погрешностью. Пусть в первой точке 

погрешность будет положительной, а в третьей 

отрицательная; при этом обе по 10%. Тогда 

величина 𝑘 = 0,9780, а удельный вес становится 

отрицательным. Уменьшим погрешность до 5%. 

Тогда величина 𝑘 = 1,0815 , удельный вес 𝛾4 =
10,200  кН/м3, а величина КБД  𝜆 = 0,1013 . 

Таким образом, погрешность определения 

удельного веса 100%, а величины КБД – 16%. 

Такая разная чувствительность объясняется 

разной эластичностью функции (8) относительно 

разных переменных.   

Случай 3. Используя измерения 

инвариантных значений в трех точках, можно 

определить три неизвестные величины: 𝜆𝛾3 = 𝛾5, 

𝛾1  и 𝛾4 . Отсюда можно сделать вывод о 

принципиальной невозможности определить 

единственным образом КБД без дополнительной 

информации о величине удельного веса 

окружающих пород – величины 𝛾3. Как и выше, 

количество переменных определяет 

минимальное количество инвариантных 

значений, которые соответствуют трем точкам 

измерения. 

ПРИМЕР 7. Взяв в качестве исходной 

информации значения инвариантов из 

ПРИМЕРА 2, найти неизвестные величины по 

формулам (7, 8). Сравнить их с исходными 

значениями ПРИМЕРА 2. 

РЕШЕНИЕ. Напомним, что при 𝛾1 = 20 

кН/м3 (алевролит); 𝛾4 = 26  кН/м3 (аргиллит); 

𝛾5 = 2,17  кН/м3 (сланец) в примере 2 были 

получены инвариантные значения 𝛵(0;  25) =
4,701 МПа2; 𝛵(0;  50) = 5,557 МПа2; 𝛵(0;  75) =
6,484 МПа2. Поиск минимума целевой функции 

будем производить в надстройке ПОИСК 

РЕШЕНИЯ табличных редакторов MS ECXEL 

или OO CALC. В той и другой программе 

реализуются итерационные генетические 

алгоритмы поиска минимума функции 

нескольких переменных.  

Отметим, что если не указывать каких-либо 

дополнительных ограничений (кроме 

естественной не отрицательности), получим 

значения: 𝛾1 = 21,934  кН/м3; 𝛾4 = 28,877  кН/м3; 

𝛾5 = 11,683  кН/м3 . Первые две переменные 

вполне соответствуют реальным значениям, а 

третья – нет. Если же дополнительно положить, 

что 𝛾5 ≤ 5  (например), то получим, что 𝛾1 =
20,223  кН/м3; 𝛾4 = 26,234  кН/м3; 𝛾5 = 2,234 

кН/м3, что в точности соответствует исходным 

данным, учитывая тот факт, что наблюдаемые 

значения были взяты с точностью до третьего 

знака, то есть с некоторой небольшой 

погрешностью. 

Для определения переменных 𝜇 и Е составим 

аналогичную систему уравнений: 𝜇[𝛾5𝛶11 +
2ℎ𝛾5𝛶12] − 2𝐸𝑣1

𝛪 = 𝛾4𝛶11 + 2ℎ𝛾1𝛶12 , 𝜇[𝛾5𝛶21 +
2ℎ𝛾5𝛶22] − 2𝐸𝑣2

𝛪 = 𝛾4𝛶21 + 2ℎ𝛾1𝛶22 , где 

вспомогательные параметры 𝛶11 = 𝑦1
2 − 𝐿2, 𝛶21 =

𝑦2
2 − 𝐿2 , 𝛶12 = 𝑦1 − 𝐿 , 𝛶22 = 𝑦2 − 𝐿 . Однако эта 

система при формальной линейности и 

применимости метода Крамера оказывается 

плохо обусловленной и не поддается прямому 

решению. В самом деле, при указанных в 

условии значениях входящих параметров 

получим следующую матрицу коэффициентов и 

ее обратную: 𝐴 = (
−148201 −0,2
−102207 −0,14

) , 𝐴−1 =

(
−0,00045 0,00065
333,333 −483,333

)  со следующими 

нормами ‖𝐴‖ ≈ 148201 , ‖𝐴−1‖ ≈ 816  и, как 

следствие, числом обусловленности 𝜔 = ‖𝐴‖ ⋅
‖𝐴−1‖ ≈ 108. Таким образом, снова приходим к 

необходимости использования метода 

наименьших квадратов с целевой функцией 𝐹 =
∑ (𝑣𝛪

𝑘 − 𝑣𝛵
𝑘)2𝑘 , где 𝑣𝛵 – теоретические, а 𝑣𝛪  – 

измеренные значения деформаций. Как и выше, 

решение достигается только при учете 

дополнительного ограничения 𝜇 ≤ 0,1 , что 

приводит к следующему решению: 𝜇 = 0,093  и 

𝐸 = 5,694 ГПа. 

Выводы. Методика, основанная на решении 

обратных задач, позволяет найти все основные 

механические характеристики горных пород. В 

некоторых случаях удается даже получить 

замкнутые аналитические расчетные формулы. К 

сожалению, оказывается, что используемые 

формулы весьма чувствительны к погрешностям 

измерения, о чем говорит весьма значительная 

величина эластичности. 
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Abstract.  

Physical and mathematical model of damage accumulation and destruction 

of coal-bearing massif is presented, taking into account influence of rock 

pressure on development parameters of one or several destruction fronts in 

massif simultaneously. The generalized model of stability and strength of the 

mountain massif is based on a system of relations - a static version of the 

theory of strength, stability and an exponential dependence that associates 

long-term strength with the stresses acting in the massif in the interpretation 

of S.N. Zhurkov and S. A. Arrhenius. Remaining on the phenomenological 

representations of the mechanics of continuous media, the continuous 

accumulation of scattered damages is represented as defects of the type of 

microcracks, developing in a set per unit of rock volume. In the formulation 

of L.M. Kachanov, the kinetics of damage accumulation is presented in the 

form of a dependence of the rate of damage accumulation on the level of 

damage and the stresses acting in the array. The problem of accumulation of 

damage and destruction of rocks is based on finding the minimum functional 

of the potential energy of the coal-bearing massif, the sampling of which is 

carried out using the finite element method. 

The implementation of the damage accumulation model is represented by a 

comparative analysis of damage accumulation and coal destruction at 

vertical and horizontal degassing wells. Numerical examples show the 

positive and negative aspects of the mechanical operability of the well 

variants over time. 

It was found that all other things being equal (formation depth, physical and 

mechanical characteristics of the coal mass, well sizes) the rate of damage 

accumulation in a horizontal well is significantly higher than in a vertical 

well. 

It has been shown that rational selection of the coal seam degassing scheme 

by wells should include a mandatory procedure for studying the behavior of 

the coal mass near the well, taking into account the depth of the deposit, the 

structure of the mass, the crack formation index, the limits of long-term 

tensile strength and compression of coal, the expected time of well operation. 
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