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Аннотация.  

В статье рассматривается задача определения собственных частот 

шпинделя металлорежущего станка, актуальная в связи с 

возрастанием вибраций при высокоскоростной обработке. 

Существующие подходы, такие как конечно-элементное 

моделирование, обладают высокой точностью, однако являются 

трудоемкими на этапе предварительного проектирования из-за 

неопределенности геометрических параметров. Целью работы 

является разработка адаптированных аналитических методик, 

позволяющих оперативно оценивать динамические характеристики 

шпиндельных узлов с учетом их ключевых конструктивных 

особенностей: асимметричности, наличия массивной консольной 

части и различия жесткостей передней и задней опор. В основе 

предлагаемого подхода лежит комбинация метода коэффициентов 

влияния и приведения масс, учитывающая как распределенную, так и 

сосредоточенную массы шпинделя. Особое внимание уделено 

моделированию консольной части: проведено сравнение двух схем 

приведения ее массы – к середине и к концу консоли. Исследуется 

также влияние упругости опор на собственные частоты. 

Верификация методики выполнена путем сопоставления расчетных 

результатов с данными модального анализа в среде ANSYS Workbench 

для реального шпинделя с различными вариантами комплектации 

подшипников. Установлено, что модель с приведением массы консоли 

к ее концу обеспечивает наилучшую точность: расхождение с 

конечно-элементным моделированием составляет всего 1,2–1,6%. 

Показано, что учет упругости опор приводит к снижению 

собственных частот почти вдвое по сравнению с моделью на жестких 

опорах. Конструктивная особенность шпинделя в виде концентрации 

масс на короткой консоли обуславливает близость значений первой и 

второй собственных частот с разницей в 6,3–13,8%. Разработанные 

аналитические зависимости представляют собой эффективный 

инструмент для инженерного анализа и динамического 

проектирования шпиндельных систем на ранних стадиях, обеспечивая 

компромисс между достаточной точностью и вычислительной 

простотой 
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Введение 

Одним из ключевых направлений 

современного машиностроения является 

внедрение высокоэффективных режимов 

резания, минимизация вспомогательных 

операций и холостых ходов, что влечет за собой 

рост скоростных показателей оборудования. 

Однако увеличение скорости обработки 

сопровождается усилением вибрационных 

явлений, что зачастую ведет к снижению 

виброустойчивости, связанному с 

возникновением резонансных явлений, когда 

частота источников вынужденных колебаний 

(вращающихся валов, зубчатых передач привода, 

ременных передач, подшипников качения и др.) 

совпадает с собственными частотами шпинделя. 

Учет динамического критерия при 

проектировании станков является неотъемлемой 

частью процесса проектирования. Отсутствие 

результатов анализа влияния проектных 

параметров на динамику станка не позволяет 

создать систему с обеспечением прогнозируемых 

динамических характеристик и затрудняет 

мониторинг технического состояния 

оборудования по динамическому критерию [1-3].  

При рассмотрении динамических явлений, 

сопровождающих работу приводов станков, 

можно воспользоваться богатым опытом 

моделирования динамических характеристик 

роторных систем в виде вращающихся валов, 

накопленным к настоящему времени как 

отечественными учеными [4-6], так и 

зарубежными исследователями [7, 8]. 

 Вместе с тем в металлорежущих станках 

вращающиеся элементы вследствие 

конструктивных особенностей не позволяют 

использовать в полной мере полученные ранее 

результаты моделирования роторных систем, 

которые, как правило, рассматривались как 

симметричные, имеющие центр тяжести, 

расположенный в середине межопорного 

расстояния и опоры с одинаковой конструкцией 

и, соответственно, с одинаковыми упругими 

характеристиками.  

Наиболее существенно это наблюдается в 

шпиндельном узле, который имеет следующие 

конструктивные особенности: 

1) поскольку диаметральные размеры 

шпинделя имеют «пирамидальный» вид 

(постепенно возрастают от заднего конца 

шпинделя к переднему), то центр тяжести сильно 

смещен к передней опоре. 

2) шпиндель, как правило, выполняется 

полым; 

3) жесткостные характеристики опор имеют 

существенное различие вследствие 

конструктивного и компоновочного решения и 

отличия действующих радиальных нагрузок (на 

передней – значительно больше). 

4) шпиндель имеет короткую, но достаточно 

массивную консольную часть. 

Как показывают теоретические и 

экспериментальные исследования [9, 10, 11], 

характеристики колебательных процессов на 

собственных частотах шпиндельных узлов 

зависят от инерционных, упругих и 

конструкционных параметров как самих 

шпинделей, так и их опор. 

Несмотря на большое количество 

исследований, посвященных динамике 

шпиндельных систем, в которых 

рассматриваются вопросы динамики при 

высокоскоростной обработке [12], анализируется 

виброустойчивость шпинделя при различных 

видах обработки [13], изучаются влияния 

вариаций предварительного натяга подшипников 

на динамику шпинделя [14] и др., многие 

аспекты остаются недостаточно изученными из-

за необходимости учета значительного числа 

действующих факторов. Поэтому разработка 

методик определения собственных частот 

колебаний шпиндельных узлов, необходимых 

для динамического анализа на этапе 

проектирования, представляет собой важную 

научно-практическую задачу в современном 

машиностроении. 

Применение конечно-элементного (КЭ) 

моделирования затруднительно в связи с 

трудоемкостью подготовки расчетной КЭ 

модели на стадии предварительного 

проектирования, когда еще не до конца 

определены геометрические характеристики 

шпинделя. Несмотря на получение в этом случае 

достаточно точных результатов, предпочтение 

следует отдать приближенным методам, 

использующим апробированные аналитические 

зависимости.  

В связи с указанным разработка методик 

определения собственных частот шпиндельных 

систем является актуальной задачей, 

позволяющей существенно ускорить процесс 

проектирования с обеспечением широкой 

вариативности рассматриваемых конструкций.  

Таким образом, цель исследования – 

разработка и верификация расчетных методов 

определения собственных частот шпиндельных 

систем, учитывающих  конструктивные, 

геометрические и жесткостные параметры.  
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Методика проведения исследований 

В большинстве случаев, особенно при 

применении численных методов, расчет систем с 

сосредоточенными параметрами оказывается 

более простым, чем расчет систем с 

распределенной массой [15]. Поэтому при 

составлении расчетной схемы конструкции ее 

распределенную массу часто заменяют 

некоторым количеством сосредоточенных. 

Однако при этом необходимо оценить влияние 

принимаемой расчетной модели и ее 

характеристик на получаемые результаты. 

При моделировании динамики шпинделя 

возможно использование трех моделей: 

1) рассмотрение абсолютно жесткого 

(недеформируемого) шпинделя на упругих 

опорах; 

2) рассмотрение деформируемого шпинделя 

на жестких опорах; 

3) рассмотрение деформируемого шпинделя 

на упругих опорах. 

Влияние шпинделя как абсолютно жесткого 

или деформируемого вала на определение его 

собственных частот кардинально различается. 

Это связано с фундаментальными различиями в 

физике колебаний таких систем. 

Если шпиндель считается абсолютно 

жестким (недеформируемым), то отсутствуют 

изгибные деформации и шпиндель перемещается 

как твердое тело, совершая колебательные 

поступательные или вращательные (угловые) 

движения (или их комбинации) за счет упругости 

опор. 

При расчете собственных частот абсолютно 

жесткого шпинделя как ступенчатого 

недеформируемого вала его ступенчатость 

влияет на распределение масс и моментов 

инерции. 

Чаще всего для расчета собственных частот 

многоступенчатого несимметричного 

недеформируемого шпинделя с консольной 

передней частью на двух упругих опорах разной 

жесткости используется матричный метод. 

Для решения вычисляются матрица 

жесткости К и матрица масс М: 

К = |
𝑗𝐴 + 𝑗𝐵 𝑗𝐴𝑙𝐴 − 𝑗𝐵𝑙𝐵

𝑗𝐴𝑙𝐴 − 𝑗𝐵𝑙𝐵 𝑗𝐴𝑙𝐴
2 + 𝑗𝐵𝑙𝐵

2|; 𝑀 = |
𝑚 0
0 𝐽

|, 

где 𝑗А; 𝑗В  – жесткости опор, Н/м; 𝑙А; 𝑙В  – 

расстояние от центра масс до соответствующих 

опор, м; 𝑚  – масса шпинделя, кг; 𝐽  – момент 

инерции шпинделя относительно центра масс, 

кг·м2. 

При оценке радиальной жесткости опор 

шпиндельного узла на подшипниках качения 

следует учитывать большое число параметров, 

влияющих на упругие характеристики опор [16-

18]: тип, материал, количество и размер тел 

качения; угол контакта; величину 

предварительного натяга; переменное 

количество зон контакта, воспринимающих 

нагрузку; смещение зон контакта относительно 

неподвижного кольца; перераспределение 

давления в зонах контакта и т. д.  

Центр масс шпинделя находится из 

рассмотрения его как набора цилиндрических 

участков диаметра di и использования значений 

масс (mi) и координат центров масс каждого 

участка (хi): 

𝑥ЦМ =
∑(𝑚𝑖𝑥𝑖)

∑𝑚𝑖
. 

Момент инерции J определяется с учетом 

теоремы Штейнера: 

𝐽 = ∑(𝐽𝑖 +𝑚𝑖𝑠𝑖
2), 

где 𝑠𝑖 = |𝑥ЦМ − 𝑥𝑖| – расстояние между центром 

масс i-го цилиндрического участка и общим 

центром масс шпинделя. 

Для полого шпинделя с диаметром отверстия 

d0  

𝐽𝑖 = 𝑚𝑖 (
𝑙𝑖
2

12
+

𝑑𝑖
2+𝑑0

2

16
), 

где li – длина i-го цилиндрического участка. 

Собственные частоты, рад/с, находятся по 

формуле 

𝜔1,2 = √𝐵±√𝐵2−4𝐴𝐶

2𝐴
, 

где 𝐴 = 𝑚𝐽; 𝐵 = 𝑚(𝑗𝐴𝑙𝐴
2 + 𝑗𝐵𝑙𝐵

2) + 𝐽(𝑗𝐴 + 𝑗𝐵); 
𝐶 = (𝑗𝐴 + 𝑗𝐵)(𝑗𝐴𝑙𝐴

2 + 𝑗𝐵𝑙𝐵
2) − (𝑗𝐴𝑙𝐴 − 𝑗𝐵𝑙𝐵)

2. 

Собственные частоты, Гц: 𝑓1,2 = 0,5𝜔1,2 𝜋⁄ . 

Низкочастотная мода – поступательные 

колебания, высокочастотная – угловые.  

Результат расчета является весьма 

приближенным, но указанный подход позволяет 

оценить влияние анизотропии жесткости опор на 

значения собственных частот [19]. 

Если шпиндель рассматривается 

деформируемым, то в этом случае при 

определении собственных частот участвуют 

изгибные колебания, и формы колебаний 

шпинделя (1-я, 2-я, ... гармоники) зависят от 

распределения масс и жесткостей. 

В практике анализа колебаний валов широкое 

применение нашел метод, основанный на 

использовании коэффициентов влияния и 

приведения распределенных и сосредоточенных 

масс [15, 20], позволяющий определить две 

собственных частоты. Однако адаптация 

указанного метода для проектирования ШУ 

имеет весьма ограниченное упоминание, 

например, в работах [21, 22], в которых 

отсутствует общая методика определения 

коэффициентов влияния и приведения масс. 

Под коэффициентом влияния  ij понимается 

перемещение в точке i от единичной силы, 

приложенной в точке j. При этом в соответствии 

с теоремой Максвелла 𝛿𝑖𝑗 = 𝛿𝑗𝑖. 

Знание коэффициентов влияния позволяет 

привести любую сосредоточенную массу 

системы к какой-либо точке системы по 

следующему правилу: масса mk умножается на 
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квадрат отношения ее перемещения от 

единичной силы к перемещению точки 

приведения [15], то есть 

𝑚прив,𝑖 = 𝑚𝑘 ⋅ (
𝛿𝑖𝑘

𝛿𝑖𝑖
)
2

, 

где ii – прогиб в точке i (точка приведения) от 

единичной силы в ней; 

ik – прогиб в точке i от единичной силы в точке 

k (место расположения массы mk). 

Вопрос по выбору точек приведения в 

имеющихся источниках однозначно решается 

только относительно межопорной части 

шпинделя: точка приведения выбирается в 

середине пролета. На консольной части точка 

приведения выбирается посередине длины 

консоли или (при наличии массивных элементов 

шпинделя, необходимых для крепления 

приспособлений (патрона, борштанги и т. д.)) на 

конце консоли.  

Поскольку отсутствуют четкие рекомендации 

по выбору точки приведения на консольной 

части, то необходимо рассмотреть оба случая для 

оценки влияния выбора точки приведения на 

консольной части на собственную частоту 

шпинделя. 

Предварительно рассмотрим коэффициенты 

приведения для моделирования шпинделя на 

жестких опорах. 

Рассмотрим расчетную модель собственных 

частот колебаний шпинделя для следующего 

общего случая: шпиндель приводится к 

двухопорной балке с наружным диаметром D, 

выбираемым по минимальному значению 

диаметра ступени, и диаметром отверстия d с 

пролетом длиной l и одной консолью длиной a 

(передний конец шпинделя). Масса балки между 

опорами m1 сосредоточена посередине пролета, а 

масса консольной части m2 сосредоточена 

посередине консоли или на ее конце (Рис. 1). В 

качестве сосредоточенных масс могут выступать 

не только расположенные на шпинделе зубчатые 

колеса, внутренние кольца подшипников, 

приспособления для закрепления заготовки или 

инструмента, но и геометрические особенности в 

виде участков при изменении наружного 

диаметра шпинделя. В последнем случае 

сосредоточенной массой будет масса кольца с 

наружным диаметром Di (Di >D), виртуально 

смонтированного на балке диаметром D.  

Рассмотрим случай, когда на шпинделе 

имеется несколько сосредоточенных масс, 

например, две сосредоточенные массы m011 и 

m012 на расстоянии соответственно l01 и l02 от 

опоры, разделяющей пролетную и консольную 

части, и три сосредоточенные массы m021, m022 и 

m03 на консоли, расположенные соответственно 

на расстоянии L01, L02 и L03 от опоры (Рис. 1).  

Распределение масс (начало отсчета 

координат x – левая опора (А): 

1) Пролетная часть (0 < х < l ): 

- сосредоточенная масса m1 (эквивалент 

распределенной массы балки) в середине пролета 

(х1 = l/2); 

- две дополнительные массы m011 и m012 с 

координатами х01 = l – l01 и х02 = l – l02 

соответственно:  

2) Консольная часть (l < х < l + а): 

- сосредоточенная масса m2 (эквивалент 

распределенной массы консоли) в середине 

консоли (х2 = l + а/2) или на конце консоли (х2 = l 

+ а); 

- три дополнительные массы m021, m022 и m03 с 

координатами х021 = l + L01;  х022 = l + L02 и х023 = l 

+ L03. 

Найдем коэффициенты влияния  x,ξ (прогиб в 

точке x от единичной силы в точке ξ) для 

сосредоточенных масс (m1 и m2) расчетной 

модели Рис. 1, a. В качестве точек приложения 

силы рассматриваются точки 𝜉 = 0,5𝑙; 𝜉 = 𝑙 + 𝑎, 

а точек наблюдения прогиба – точки 𝑥 = 0,5𝑙 и 

𝑥 = 𝑙 + 𝑎 (начало отсчета координат x и ξ – левая 

опора (опора А). В связи с этим возможны 

следующие случаи. 

Случай 1: 𝜉 = 0,5𝑙;𝑥 = 0,5𝑙:  

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿11 =
𝑙3

48𝐸𝐼
. 

Случай 2: 𝜉 = 0,5𝑙; 𝑥 = 𝑙 + 𝑎:  

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿21 =
𝑎𝑙2

16𝐸𝐼
. 

Случай 3: 𝜉 = 𝑙 + 𝑎; 𝑥 = 0,5𝑙:  

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿12 =
𝑎𝑙2

16𝐸𝐼
. 

 
 a  

  
b 

Рис. 1. Расчетная схема для приведения распре-

деленных и сосредоточенных масс: a – точка при-

ведения на конце консоли; b – точка приведения в 

середине консольной части 

Fig. 1. Calculation scheme for the reduction of dis-

tributed and concentrated masses: a – the reduction 

point at the end of the console; b – the reduction point 

in the middle of the console part 
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Случай 4: 𝜉 = 𝑙 + 𝑎;𝑥 = 𝑙 + 𝑎: 

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿22 =
𝑎2(𝑙+𝑎)

3𝐸𝐼
. 

Определим коэффициенты влияния для 

дополнительных сосредоточенных масс в 

межопорной части (m011 и m012). 

Случай 1: 𝜉 = 𝑙 − 𝑙0𝑘, где k=1; 2; 𝑥 = 0,5𝑙:  

𝛿1101𝑘 =
𝑙0𝑘(3𝑙

2−4𝑙0𝑘
2 )

48𝐸𝐼
. 

Случай 2: 𝜉 = 𝑙 − 𝑙0𝑘 , где k =1; 2; 𝑥 = 0,5𝑙 +
𝑎:  

𝛿2101𝑘 =
(𝑙−𝑙0𝑘)(2𝑙−𝑙0𝑘)𝑙0𝑘𝑎

6𝐸𝐼𝑙
. 

Определим коэффициенты влияния для 

дополнительных сосредоточенных масс на 

консольной части (m021; m022 и m023). 

Случай 1: 𝜉 = 𝑙 + 𝐿0𝑘, где k =1; 2; 3; 𝑥 = 0,5𝑙: 

𝛿1202𝑘 =
𝐿0𝑘𝑙

2

16𝐸𝐼
. 

Случай 2: 𝜉 = 𝑙 + 𝐿0𝑘 , где k =1; 2; 3; 𝑥 = 𝑙 +
𝑎:  

𝛿2202𝑘 =
𝐿0𝑘

3𝐸𝐼
[𝐿0𝑘(𝑙 + 𝐿0𝑘) +

(3𝐿0𝑘+2𝑙)(𝑎−𝐿0𝑘)

2
]. 

Для расчетной модели Рис. 1, b при 

определении коэффициентов влияния для 

сосредоточенных масс m1 и m2 в качестве точек 

приложения силы рассматриваются точки 𝜉 =
0,5𝑙; 𝜉 = 𝑙 + 0,5𝑎, а точек наблюдения прогиба – 

точки 𝑥 = 0,5𝑙  и 𝑥 = 𝑙 + 0,5𝑎 . Возможны 

следующие случаи. 

Случай 1: 𝜉 = 0,5𝑙; 𝑥 = 0,5𝑙:  

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿11 =
𝑙3

48𝐸𝐼
. 

Случай 2: 𝜉 = 0,5𝑙; 𝑥 = 𝑙 + 0,5𝑎:  

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿21 =
𝑎𝑙2

32𝐸𝐼
. 

Случай 3: 𝜉 = 𝑙 + 0,5𝑎; 𝑥 = 0,5𝑙:  

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿12 =
𝑎𝑙2

32𝐸𝐼
. 

Случай 4: 𝜉 = 𝑙 + 0,5𝑎; 𝑥 = 𝑙 + 0,5𝑎:  

𝛿𝑥,𝜉 = 𝛿22 =
𝑎2(2𝑙+𝑎)

24𝐸𝐼
. 

Рассмотрим коэффициенты влияния для 

дополнительных сосредоточенных масс в 

межопорной части (m011 и m012). 

Случай 1: 𝜉 = 𝑙 − 𝑙0𝑘, где k =1; 2; 𝑥 = 0,5𝑙: 

𝛿1101𝑘 =
𝑙0𝑘(3𝑙

2−4𝑙0𝑘
2 )

48𝐸𝐼
. 

Случай 2: 𝜉 = 𝑙 − 𝑙0𝑘 , где k =1; 2; 𝑥 = 𝑙 +
0,5𝑎:  

𝛿2101𝑘 =
(𝑙−𝑙0𝑘)(2𝑙−𝑙0𝑘)𝑙0𝑘𝑎

12𝐸𝐼𝑙
. 

Рассмотрим коэффициенты влияния для 

дополнительных сосредоточенных масс на 

консольной части (m021; m022 и m023). 

Случай 1: 𝜉 = 𝑙 + 𝐿0𝑘, где k =1; 2; 3; 𝑥 = 0,5𝑙: 

𝛿1202𝑘 =
𝐿0𝑘𝑙

2

16𝐸𝐼
. 

Случай 2: 𝜉 = 𝑙 + 𝐿0𝑘 , где k =1; 2; 3; 𝑥 = 𝑙 +
0,5𝑎:  

𝛿2202𝑘 =
𝐿0𝑘

3𝐸𝐼
[𝐿0𝑘(𝑙 + 𝐿0𝑘) +

(3𝐿0𝑘+2𝑙)(0,5𝑎−𝐿0𝑘)

2
]. 

Для каждой формы колебаний вычисляется 

приведенная масса. 

Первая форма колебаний (изгиб пролета): 

- точка приведения – середина пролета (х = 

l/2). 

- приведенная масса:  

𝑚прив,1 = 𝑚1 +∑𝑚01𝑘 (
𝛿1101𝑘
𝛿11

)

2

𝑘=1

2

+ 

+𝑚2 (
𝛿12

𝛿11
)
2

+ ∑ 𝑚02𝑘 (
𝛿1202𝑘

𝛿11
)3

𝑘=1

2

. 

- собственная частота: 𝑓1 =
1

2𝜋
√

1

𝑚прив,1𝛿11
. 

Вторая форма колебаний (изгиб консоли): 

- точка приведения – середина (𝑥 = 𝑙 + 0,5𝑎) 

или конец консоли (𝑥 = 𝑙 + 𝑎). 

- приведенная масса:  

𝑚прив,2 = 𝑚2 +∑𝑚01𝑘 (
𝛿2101𝑘
𝛿22

)

2

𝑘=1

2

+ 

+𝑚1 (
𝛿21

𝛿22
)
2

+∑ 𝑚02𝑘 (
𝛿2202𝑘

𝛿22
)3

𝑘=1

2

. 

- собственная частота: 𝑓2 =
1

2𝜋
√

1

𝑚прив,2𝛿22
. 

При учете упругости опор (жесткость левой 

(задней) опоры – jA, Н/м, и жесткость правой 

(передней) опоры – jB, Н/м) необходимо ввести 

поправку на податливость опор в расчет 

коэффициентов влияния. 

Поправка может быть найдена из условия, 

что коэффициент влияния определяется как 

сумма двух слагаемых, вычисляемых для 

деформируемого вала на жестких опорах δx,ξ, и 

для жесткого вала, установленного на упругих 

опорах δопор,x,ξ: 𝛿𝑥,𝜉
упр

= 𝛿𝑥,𝜉 + 𝛿опор,𝑥,𝜉 . 

Коэффициенты влияния для распределенных 

масс, приведенных к сосредоточенным (в 

середине пролета и на конце консоли): 

𝛿опор,11 =
1

4
(
1

𝑗𝐴
+

1

𝑗𝐵
); 𝛿11

упр
=

1

4
(
1

𝑗𝐴
+

1

𝑗𝐵
+

𝑙3

12𝐸𝐼
); 

𝛿опор,12 = 𝛿опор,21 =
1

2
[
1

𝑗𝐵
−

𝑎

𝑙
(
1

𝑗𝐴
−

1

𝑗𝐵
)]; 𝛿12

упр
=

1

2
[
1

𝑙
(
𝑎

𝑗𝐴
+

𝑙+𝑎

𝑗𝐵
) +

𝑎𝑙2

8𝐸𝐼
]; 𝛿21

упр
=

1

2
[
1

𝑙
(
𝑙+𝑎

𝑗𝐵
−

𝑎

𝑗𝐴
) −

𝑎𝑙2

8𝐸𝐼
]; 

𝛿опор,22 =
1

𝑙
[
𝑎2

𝑗𝐴𝑙
+

𝑎(𝑙+𝑎)

𝑗𝐵𝑙
+

𝑙+𝑎

𝑗𝐵
]; 𝛿22

упр
=

𝑎2

𝑗𝐴𝑙
2 +

𝑎(𝑙+𝑎)

𝑗𝐵𝑙
2 +

𝑙+𝑎

𝑗𝐵𝑙
+

𝑎2(𝑙+𝑎)

3𝐸𝐼
. 

Коэффициенты влияния δ′опор,x,ξ для 

дополнительных масс в межопорной части (m011 

и m012) (точки приведения в середине пролета и 

на конце консоли): 

𝛿опор,11
′ =

𝛿𝐵𝑙+(𝑙𝑘−𝑎)(𝛿𝐴−𝛿𝐵)

𝑙−𝑎(𝛿𝐴−𝛿𝐵)
; 𝛿опор,21

′ =

𝛿𝐵 [1 −
𝑎(𝛿𝐴−𝛿𝐵)

𝛿𝐵𝑙−𝑎(𝛿𝐴−𝛿𝐵)
], 

где 𝛿𝐴 =
1

2𝑗𝐴
; 𝛿𝐵 =

1

2𝑗𝐵
; 

k = 01 – для массы m011; k = 02 – для массы m012. 

Коэффициенты влияния δопор,x,ξ для 

дополнительных масс на консольной части (m021; 

m022 и m023) (точки приведения в середине 

пролета и на конце консоли): 

𝛿опор,12
″ =

𝛿𝐵−𝛿𝐴

2
; 𝛿опор,22

″ = 𝛿𝐵 +
𝑎(𝛿𝐴+𝛿𝐵)

𝑙
, 
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где 𝛿𝐴 =
𝑎

𝑗𝐴𝑙
; 𝛿𝐵 =

𝑙+𝑎

𝑗𝐵𝑙
. 

Коэффициенты влияния для распределенных 

масс, приведенных к сосредоточенным (в 

середине пролета и в середине консоли): 

𝛿опор,11 =
1

4
(
1

𝑗𝐴
+

1

𝑗𝐵
); 𝛿11

упр
=

1

4
(
1

𝑗𝐴
+

1

𝑗𝐵
+

𝑙3

12𝐸𝐼
); 

𝛿опор,12 = 𝛿опор,21 =
1

2
[
1

𝑗𝐵
−

0,5𝑎

𝑙
(
1

𝑗𝐴
−

1

𝑗𝐵
)];𝛿12

упр
=

1

2
[
1

𝑙
(
0,5𝑎

𝑗𝐴
+

𝑙+0,5𝑎

𝑗𝐵
) +

0,5𝑎𝑙2

8𝐸𝐼
]; 

𝛿21
упр

=
1

2
[
1

𝑙
(
𝑙+0,5𝑎

𝑗𝐵
−

0,5𝑎

𝑗𝐴
) −

0,5𝑎𝑙2

8𝐸𝐼
]; 

𝛿опор,22 =
1

𝑙
[
0,25𝑎2

𝑗𝐴𝑙
+

0,5𝑎(𝑙+0,5𝑎)

𝑗𝐵𝑙
+

𝑙+0,5𝑎

𝑗𝐵
]; 

𝛿22
упр

=
0,25𝑎2

𝑗𝐴𝑙
2

+
0,5𝑎(𝑙 + 0,5𝑎)

𝑗𝐵𝑙
2

+
𝑙 + 0,5𝑎

𝑗𝐵𝑙

+
0,25𝑎2(𝑙 + 0,5𝑎)

3𝐸𝐼
 

Коэффициенты влияния δопор,x,ξ для 

дополнительных масс в межопорной части (m011 

и m012) (точки приведения в середине пролета и в 

середине консоли): 

𝛿опор,11
′ =

𝛿𝐵𝑙+(𝑙𝑘−0,5𝑎)(𝛿𝐴−𝛿𝐵)

𝑙−0,5𝑎(𝛿𝐴−𝛿𝐵)
; 𝛿опор,21

′ =

𝛿𝐵 [1 −
0,5𝑎(𝛿𝐴−𝛿𝐵)

𝛿𝐵𝑙−0,5𝑎(𝛿𝐴−𝛿𝐵)
], 

где 𝛿𝐴 =
1

2𝑗𝐴
; 𝛿𝐵 =

1

2𝑗𝐵
; 

k = 0 – для массы m011; k = 02 – для массы 

m012. 

Коэффициенты влияния δопор,x,ξ для 

дополнительных масс на консольной части (m021; 

m022 и m023) (точки приведения в середине 

пролета и в середине консоли):  

𝛿опор,12
′ =

𝛿𝐵−𝛿𝐴

2
; 

𝛿опор,22
″ = 𝛿𝐵 +

0,5𝑎(𝛿𝐴+𝛿𝐵)

𝑙
, 

где 𝛿𝐴 =
0,5𝑎

𝑗𝐴𝑙
; 𝛿𝐵 =

𝑙+0,5𝑎

𝑗𝐵𝑙
. 

Формулы расчета приведенных масс 

сохраняют вид, но с учетом модифицированных 

 
Рис. 2. Эскиз шпинделя 

Fig. 2. Sketch of the spindle 

 

Таблица 1. Собственные частоты шпинделя на жестких опорах 

Table 1. Natural frequencies of the spindle on rigid supports 

Расчетная схема f1, Гц f2, Гц 

 
1009 1048 

 
1073 1216 

 

Таблица 2. Собственные частоты шпинделя на упругих опорах 

Table 2. Natural frequencies of the spindle on elastic supports 

Компоновка опор Расчетная схема f1, Гц f2, Гц 

 

 
574,7 629,3 

 
612,6 697,3 

 

 
549,8 584,3 

 
586,6 638,8 
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коэффициентов влияния: 𝑚прив,𝑖
упр

= 𝑚𝑘 ⋅ (
𝛿𝑖𝑘

упр

𝛿
𝑖𝑖
упр)

2

. 

Частоты рассчитываются по стандартной 

формуле, но с новыми коэффициентами:  

𝑓𝑖 =
1

2𝜋√
1

𝑚
прив,𝑖
упр

𝛿
𝑖𝑖
упр. 

Результаты исследований 

Апробация приведенных выше методик 

осуществлялась для шпинделя, показанного на 

рис. 2. Опоры шпинделя комплектовались 

радиально-упорными подшипниками. 

Поскольку в соответствии с зависимостями, 

приведенными в [23], радиальная жесткость 

подшипника нелинейно зависит от нагрузки, то 

она определялась только от действия веса 

Таблица 3. Собственные частоты шпинделя, полученные при модельном анализе  

методом конечных элементов 

Table 3. Spindle natural frequencies obtained from finite element model analysis 

Расчетная схема Компоновка опор f1, Гц f2, Гц 

Жесткие опоры  1368,4 2222,2 

 

Упругие опоры  
581,81 619,38 

 
531,82 619,27 

 

 
Рис. 3. Форма колебаний шпинделя с 4 подшипниками в передней опоре на частоте 581,81 Гц 

Fig. 3. The vibration form of the spindle with 4 bearings in the front support at a frequency of 581.81 Hz 

 

 
Рис. 4. Форма колебаний шпинделя с 4 подшипниками в передней опоре на частоте 619,38 Гц 

Fig. 4. The vibration shape of the spindle with 4 bearings in the front support at a frequency of 619.38 Hz 
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шпинделя при его работе на холостом ходу (без 

учета сил резания). Жесткость задней опоры 

(дуплекс радиально-упорных подшипников) 

составляла jA=90,9·106 Н/м. Для передней опоры 

рассматривалось два варианта комплектации 

опоры: 3 и 4 радиально-упорных подшипника. 

Соответственно, жесткость опор составляла 

jB3=192,3·106 Н/м и jB4=222,2·106 Н/м. 

Результаты расчета по приведенным выше 

зависимостям приведены в Таблицах 1 и 2. 

Обсуждение результатов 

Сравнение данных Таблиц 1 и 2 показывает, 

что учет упругости опор снижает собственные 

частоты почти в 2 раза. 

Особенности конструкции шпинделя 

(сосредоточение значительных масс на конце 

короткой консольной части) приводит к тому, 

что первая и вторая собственные частоты 

отличаются только на 6,3...13,8% (в зависимости 

от компоновки передней опоры и расчетной 

схемы). При этом отличие первой и второй 

частот снижается с уменьшением жесткости 

передней опоры. Разница в значениях первой и 

второй собственных частот более существенна 

для расчетной схемы с точкой приведения в 

середине консольной части.  

Уменьшение радиальной жесткости передней 

опоры за счет уменьшения числа подшипников в 

опоре с 4-х до 3-х приводит к снижению 

собственных частот: для расчетной схемы с 

точкой приведения на конце консоли частоты f1 

на 4,3% и частоты f2 на 7,1%, а для расчетной 

схемы с точкой приведения в середине консоли, 

соответственно, на 4,2% и 8,4%. 

Верификация расчетных собственных частот 

проводилась путем их сравнения со значениями, 

полученными при модальном анализе методом 

конечных элементов (МКЭ) в среде ANSYS 

Workbench, результатами которого были 

собственные частоты и формы колебаний 

шпинделя (Табл. 3 и Рис. 3, 4). 

Упругость опор задавалась указанием 

объемной жесткости (Elastic Support): для задней 

опоры – 18425·106 Н/м3, для передней опоры из 

четырех подшипников – 44413·106 Н/м3, из трех 

подшипников – 36666·106 Н/м3. Жесткие опоры 

обеспечивались увеличением объемной 

жесткости в 106 раз. 

Численное моделирование МКЭ шпинделя на 

жестких опорах показало существенное 

превышение полученных собственных частот 

над расчетными: для частоты f1 примерно на 

30%, а для частоты f2 – почти в два раза. 

Сравнение значений, приведенных в Таблице 

3, со значениями, полученными по 

аналитическим зависимостям, показало, что при 

выборе схем приведения сосредоточенных масс 

предпочтение следует отдать схеме с 

сосредоточенной массой на конце консоли. В 

этом случае отличия значений собственных 

частот, полученных расчетом и численным 

моделированием, для частоты f1 составляют 

1,2%, а для частоты f2 – 1,6%. 

Основные результаты и выводы 

В результате проведенных исследований 

получены аналитические зависимости, 

базирующиеся на использовании метода 

коэффициентов влияния и приведения масс, 

адаптированного под специфику шпиндельного 

узла. Замена распределенной массы шпинделя 

сосредоточенными массами на пролетной и 

консольной частях позволяет определить две 

собственные частоты шпинделя. Адекватность 

полученных зависимостей подтверждена 

результатами верификации расчетных значений с 

полученными методом конечных элементов 

(МКЭ), которые показали, что модель с 

приведением массы консоли к ее концу 

обеспечивает наилучшую точность: расхождение 

с МКЭ составило всего 1,2% для первой частоты 

и 1,6% для второй. Конструктивные особенности 

шпинделя, включая концентрацию масс на 

короткой консоли, приводят к малой разнице 

между первой и второй собственными частотами 

(6,3–13,8% в зависимости от расчетной схемы и 

жесткости опор). Полученные аналитические 

зависимости подтвердили необходимость учета 

не только деформируемости тела шпинделя, но и 

его опор, поскольку учет упругости опор 

снижает собственные частоты шпинделя почти в 

2 раза по сравнению с моделью на жестких 

опорах. 
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Abstract.  

This article considers the problem of determining the natural frequencies of a 

machine tool spindle, a pressing issue due to the increase in vibration during 

high-speed machining. Existing approaches, such as finite element modeling, 

offer high accuracy but are labor-intensive at the preliminary design stage 

due to the uncertainty of geometric parameters. The aim of this work is to 

develop adapted analytical methods for quickly assessing the dynamic 

characteristics of spindle assemblies, taking into account their key design 

features: asymmetry, the presence of a massive cantilever section, and the 

difference in the stiffness of the front and rear supports. The proposed 

approach is based on a combination of the influence coefficient method and 

mass reduction, taking into account both the distributed and concentrated 

masses of the spindle. Particular attention is paid to modeling the cantilever 

section: two schemes for reducing its mass—to the middle and to the end of 

the cantilever—are compared. The effect of support elasticity on natural 

frequencies is also studied. The methodology was verified by comparing the 

calculated results with modal analysis data in ANSYS Workbench for a real 

spindle with various bearing configurations. It was found that the model with 

the console mass reduced to its end provides the best accuracy: the 

discrepancy with finite element modeling is only 1.2–1.6%. Accounting for 

support elasticity is shown to reduce natural frequencies by almost half 

compared to the model with rigid supports. The spindle's design feature of 

mass concentration on a short console results in close values of the first and 

second natural frequencies, with a difference of 6.3–13.8%. The developed 

analytical relationships represent an effective tool for engineering analysis 

and dynamic design of spindle systems at early stages, providing a 

compromise between sufficient accuracy and computational simplicity. 
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